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概要. 本稿では, 有限集合上の最適輸送問題の Bregman ダイバージェンスによる緩和問
題, すなわち有界凸集合上の線形関数に摂動項として狭義凸関数を加えた最小化問題に対
する [4]の結果を述べ, 結果に現れる仮定の妥当性に関して論じる.

1 有限集合の最適輸送問題

有限集合上の最適輸送問題の概略は, 例えば [6]を参考していただくことにして, ここでは
記号の導入のみを行う.

1.1 記号

• N, I, J : 固定された自然数.

• n, i, j: 添字に現れる自然数.
指定がない場合,小文字アルファベットは 1から大文字アルファベットを亘るとする.

• PN :=

{
z = (zn)n ∈ RN

∣∣∣∣ zn ≥ 0 ∀n,
N∑

n=1

zn = 1

}
.

ここで PI×J は MI×J(R) の部分集合とみなす.

• ユークリッド空間の次元によらず標準内積を 〈·, ·〉 と記す.
ここで MI×J(R) の Hilbert–Schmidt 内積に対しても 〈·, ·〉 を用いる.

• (x, y) ∈ PI × PJ に対し

– x⊗ y ∈ PI×J(R) を各 i, j に対し (x⊗ y)ij := xiyj と定める.

– Π(x, y) :=

{
Π = (πij)ij ∈ PI×J

∣∣∣∣ J∑
k=1

πik = xi ∀i,
I∑

k=1

πkj = yj ∀j

}
は

内点に x⊗ y を含む有界な閉凸多面体となる.

1.2 問題

各 (C, x, y) ∈ MI×J(R)× PI × PJ に対し,

inf
Π∈Π(x,y)

〈C,Π〉 (1.1)

の値を求めよ.
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1.3 解の存在と性質

各 (C, x, y) ∈ MI×J(R)×PI ×PJ に対し, 〈C, ·〉 は空でない有界閉集合 Π(x, y) 上の線形
関数, とくに連続関数なので, 必ず最小化因子が存在する. しかし最小化因子は一意であ
るとは限らない. また, 最小化因子が一意であるときは必ず Π(x, y) の境界に属すること
が [8, Theorem 5.10]から従う (例えば, I = J = 2 の場合を考えてみると分かりやすい).
最小値を求める手法は色々とあるが, 一部の手法は解の一意性がない場合や, 最小化因

子が定義域の境界に出てくる場合は適用しがたい. そこで凸関数で緩和することを考える.

2 Bregman ダイバージェンス

有界閉凸集合上の線形関数に摂動項として狭義凸関数を加えた最小化問題では, 最小化因
子が必ず一意的に存在する. 有限集合上の最適輸送問題の凸緩和問題において, 最小化因
子を Π(x, y) の内点にすべく凸関数の影響を用いて x⊗ y の方に引き寄せることを考える
と, ダイバージェンスによる摂動が候補にあがる. ここで PN 上の ダイバージェンス D
とは, D(z, w) = 0 であるための必要十分条件が z = w である関数D : PN ×PN → [0,∞]
のことである. ダイバージェンスについては, 例えば [1, Section 2]を参照にしていただき
たい. 我々はダイバージェンスの中でも, Bregman ダイバージェンスを用いる.

2.1 記号

• U ∈ C([0, 1]) ∩ C1((0, 1]):狭義凸関数.

• dU : [0, 1]× (0, 1] → R を

dU(r, s) := U(r)− U(s)− (r − s)U ′(s)

と定義する. すると U の狭義凸性から dU は必ず非負になる. さらに自然な拡張
dU : [0, 1]× [0, 1] → [0,∞] が存在する.

• Bregman ダイバージェンスをDU : PN × PN → [0,∞] を

DU(z, w) :=
N∑

n=1

dU(zn, wn)

と定義する. すると DU(z, w) = 0 が成り立つのは z = w の場合に限る.

注記 2.1 より一般に PN ではなくユークリッド空間上の確率測度のなす空間を考える場
合は, U の定義域は [0, 1] ではなく [0,∞) である必要がある. Bregman ダイバージェンス
については, 例えば [5, Section 8.7] を参照にしていただきたい.

2.2 緩和された問題

狭義凸関数 U ∈ C([0, 1])∩C1((0, 1]) を固定する. 各 (C, x, y) ∈ MI×J(R)×PI ×PJ およ
び ε ∈ (0,∞) に対し,

inf
Π∈Π(x,y)

(〈C,Π〉+ εDU(Π, x⊗ y)) (2.1)

の最小化因子を ΠU(C, x, y, ε) と記す. このとき, 〈C,ΠU(C, x, y, ε)〉 の値を求めよ.
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3 定量的評価

以下, (C, x, y) ∈ MI×J(R)× PI × PJ を固定する.
狭義凸関数 U ∈ C([0, 1]) ∩ C1((0, 1]) に対し, 緩和問題の収束, すなわち

lim
ε↓0

〈C,ΠU(C, x, y, ε)〉 = inf
Π∈Π(x,y)

〈C,Π〉

が期待され, 実際に成り立つ. このことについては, 例えば [4, Subsection 2.4] を参照にし
ていただきたい. 本稿では連続講演において説明した 〈C,ΠU(C, x, y, ε)〉− infΠ∈Π(x,y)〈C,Π〉
の上からの評価を述べるための仮定を 2つ与える.
以下, V (x, y) を Π(x, y) の頂点のなす集合とする. また,

DU(x, y) := sup
Π∈Π(x,y)

DU(Π, x⊗ y)

とおく. すると DU(x, y) ∈ [0,∞) が成り立つ.

条件 3.1 問題 (1.1)の最小化因子がなす集合は Π(x, y) の真部分集合である.

条件 3.1を仮定すると

inf
V ∈V (x,y)

〈C, V 〉 < sup
V ∈V (x,y)

〈C, V 〉, DU(x, y) ∈ (0,∞)

が成り立つ. そして

∆C(x, y) := inf
V ′∈V (x,y)&⟨C,V ′⟩≠infV ∈V (x,y)⟨C,V ⟩

〈C, V ′〉 − inf
V ∈V (x,y)

〈C, V 〉 ∈ (0,∞)

となる.

条件 3.2 U ∈ C([0, 1]) ∩ C1((0, 1]) ∩ C2((0, 1)) は以下の 3条件を満たす.

(1) limh↓0 U
′(h) = −∞.

(2) (0, 1) 上で U ′′ > 0.

(3) (0, 1) 上で r 7→ rU ′′(r) は非減少.

条件 3.2(1),(2)より, U ′ : (0, 1] → (−∞, U ′(1)] の逆関数が存在する. この逆関数を eU と
書く. また, 条件 3.2(2)より r 7→ U ′(r)− U ′(1− r) は (0, 1) 上狭義単調増加であり, さら
に条件 3.2(1)よりある RU(x, y) ∈ [1/2, 1) が一意的に存在し

DU(x, y) = U ′(RU(x, y))− U ′(1−RU(x, y))

が成り立つ. そして条件 3.2(2),(3)より

νU(x, y) := sup
r∈(0,RU (x,y)]

(U ′(1− r) + rU ′′(r))

は有界である. さらに条件 3.1を仮定すると DU(x, y) + νU(x, y)− U ′(1) ∈ (0,∞) が成り
立つ.
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定理 3.3 条件 3.1, 3.2を仮定する. 任意の (C, x, y) ∈ MI×J(R)× PI × PJ および

ε ∈
(
0,

∆C(x, y)RU(x, y)

DU(x, y)

]
∩
(
0,

∆C(x, y)

DU(x, y) + νU(x, y)− U ′(1)

]
に対し

〈C,ΠU(C, x, y, ε)〉 − inf
Π∈Π(x,y)

〈C,Π〉 ≤ ∆C(x, y) · eU
(
−∆C(x, y)

ε
+DU(x, y) + νU(x, y)

)
が成り立つ.

3.1 条件 3.1,3.2についての考察

条件 3.1が成り立たない場合, 問題 (1.1)は容易に解けるので緩和問題を考える必要はな
い. そこで条件 3.1は自然な仮定である.
狭義凸関数 U ∈ C([0, 1])∩C1((0, 1]) を考える. すると [7, Lemma 3.7&Remark 3.9]よ

り,条件 3.2(1)は,各 (C, x, y) ∈ MI×J(R)×PI ×PJ と ε ∈ (0,∞)に対しΠU(C, x, y, ε)が
Π(x, y) の内点になることに同値である. そしてAleksandrov の定理 [2, pp.241–245]より,
U は (0, 1)上殆ど至る所 2階微分可能である. そこで U ∈ C([0, 1])∩C1((0, 1])∩C2((0, 1))
としたとき, U が狭義凸関数ならば U ′′ > 0 が (0, 1) 上殆ど至る所成り立つ. よって条
件 3.2(2)は U の正則性をやや強めたものと言える.
最後に, 条件 3.2(3)を考える. そこで U は条件 3.2を満たすとし, 実数 µ0, µ1 および

正数 λ に対し, 関数 Uλ,µ0,µ1 : [0, 1] → R を

Uλ,µ0,µ1(r) := λU(r) + µ1r + µ0

と定めれば, Uλ,µ0,µ1 も条件 3.2を満たす. このとき DUλ,µ0,µ1
= λDU が PN × PN 上で成

り立つので, 任意の ε ∈ (0,∞) に対し

DUλ,µ0,µ1
(x, y) = λDU(x, y), ΠUλ,µ0,µ1 (C, x, y, ε) = ΠU(C, x, y, λε)

となる. さらに U ′
λ,µ0,µ1

(r)−U ′
λ,µ0,µ1

(1− r) = λ(U ′(r)−U ′(1− r)) が (0, 1) 上で成り立つ
ので

RUλ,µ0,µ1
(x, y) = RU(x, y)

であり, U ′
λ,µ0,µ1

(1− r) + rU ′′
λ,µ0,µ1

(r) = λ(U ′(1− r) + rU ′′(r)) + µ1 が (0, 1) 上で成り立つ
ので

νUλ,µ0,µ1
(x, y) = λνU(x, y) + µ1

となる. また, τ ∈ (−∞, U ′
λ,µ0,µ1

(1)] = (−∞, λU ′(1) + µ1] に対し

eUλ,µ0,µ1
(τ) = eU(λ

−1(τ − µ1))

が成り立つ. 以上より,

ε ∈
(
0,

∆C(x, y)RUλ,µ0,µ1
(x, y)

Dλ,µ0,µ1(x, y)

]
∩

(
0,

∆C(x, y)

DUλ,µ0,µ1
(x, y) + νUλ,µ0,µ1

(x, y)− U ′
λ,µ0,µ1

(1)

]

⇐⇒ λε ∈
(
0,

∆C(x, y)RU(x, y)

DU(x, y)

]
∩
(
0,

∆C(x, y)

DU(x, y) + νU(x, y)− U ′(1)

]
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であり, このとき定理 3.3から

〈C,ΠUλ,µ0,µ1 (C, x, y, ε)〉 − inf
Π∈Π(x,y)

〈C,Π〉

≤ ∆C(x, y)eUλ,µ0,µ1

(
−∆C(x, y)

ε
+DUλ,µ0,µ1

(x, y) + νUλ,µ0,µ1
(x, y)

)
が従い, これは

〈C,ΠU(C, x, y, λε)〉 − inf
Π∈Π(x,y)

〈C,Π〉 ≤ ∆C(x, y) · eU
(
−∆C(x, y)

λε
+DU(x, y) + νU(x, y)

)
と同値である. 以上より, u′

1 > u1 − u0 を満たす実数 u0, u1, u
′
1 に対し

U(0) = u0, U(1) = u1, U ′(1) = u′
1 (3.1)

を仮定しても, 定理 3.3の評価は本質的には変わらない.
さらに (0, 1) 上で U ′′ > 0 を満たす U ∈ C([0, 1]) ∩ C1((0, 1]) ∩ C2((0, 1) に対し,

qU : (0, 1) → [−∞,∞] を

qU(r) := rU ′′(r) · lim sup
h↓0

1

h

(
1

U ′′(r + h)
− 1

U ′′(r)

)
と定める. すると U,W ∈ C([0, 1])∩C1((0, 1])∩C2((0, 1) が (0, 1) 上で U ′′,W ′′ > 0 を満
たすならば

ある実数 µ0, µ1 および正数 λ が存在し, W = Uλ,µ0,µ1 =⇒ (0, 1) 上で qU = qW

が成り立つ. さらに, qU , qW が (0, 1) 上で殆ど至る所有限のときは上記の命題の逆が成り
立つことが [3, Theorem 2.4]から従う. よって, qU , qW が (0, 1) 上で殆ど至る所有限のと
き, 正規化条件 (3.1)下では U そのものではなく qU を扱う方が本質的である.
そこで, U,W ∈ C([0, 1]) ∩ C1((0, 1]) ∩ C2((0, 1) は (0, 1) 上で U ′′,W ′′ > 0 を満たし,

そして U,W はともに正規化条件 (3.1)を満たすとする. さらに qU , qW が (0, 1) 上で殆ど
至る所有限だとする. このとき, (0, 1) 上で qU ≤ qW が成り立つならば W ′(1) ≤ U ′(1) か
つ任意の τ ∈ (−∞,W ′(1)] 上で

eU(τ) ≤ eW (τ) (3.2)

が成り立つことが [3, Theorem 2.4]から従う. よって, 定理 3.3の評価においては qU は小
さい方が良い. さらに U が条件 3.2(1)を満たすならば

QU := sup
r∈(0,1)

qU(r) ≥ 1

となることが [3, Corollary 2.7]から従うのでQU = 1 は最適な条件である. そして条件
QU = 1 が条件 3.2(3)と同値であることが [3, Corollary 2.6]から従う.
以上の議論より, 条件 3.2が妥当であると言える.
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4 条件 3.2を満たす U の例

関数 Uo : [0, 1] → R を

Uo(r) :=

{
r log r (r ∈ (0, 1])

0 (r = 0)

と定めれば, Uo は条件 3.2と正規化条件 (3.1)を満たす. また, (0, 1) 上で qUo は常に 1 で
ある. そして任意の τ ∈ (−∞, U ′

o(1)] = (−∞, 1] に対し

eUo(τ) = exp(τ − 1)

である. また,

RUo(x, y) =
exp(DUo(x, y))

1 + exp(DUo(x, y))
, νUo(x, y) = 2

であり,(
0,

∆C(x, y)RUo(x, y)

DUo(x, y)

]
∩
(
0,

∆C(x, y)

DUo(x, y) + νUo(x, y)− Uo
′(1)

]
=

(
0,

∆C(x, y)

1 +DUo(x, y)

]
が従う. このことは, 定理 3.3の U = Uo の場合の評価とWeed の評価 [9, Theorem5]が一
致することを保証する.
また, 条件 3.2, とくに条件 3.2(3)を満たす U に対し, もし qU が (0, 1) 上で殆ど至る

所有限ならば
qUo(r) = 1 = QU = sup

r′∈(0,1)
qU(r

′) ≥ qU(r)

が (0, 1) 上の殆ど全ての r に対し成り立つので, 不等式 (3.2)より, 我々の結果は [9, The-
orem5]の結果を改善すると言える.
そして α ∈ (0, 1] に対し

Uℓα(r) :=

− 1

Γ(α + 1)
Γ(α + 1,− log r) + r (r ∈ (0, 1])

0 (r = 0)

と定めれば, これは条件 3.2を満たす. ここで

Γ(p, τ) =

∫ ∞

τ

tp−1 exp(−t)dt (p > 0, τ ≥ 0)

は第 2種不完全ガンマ関数である. とくに [0, 1] 上で Uℓ1 = Uo である.

以上の例は, [4, Subsections 5.1, 5.3]で論じている.
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