
鏡映群と基本群

斉藤 義久（立教大学理学部）

Abstract. この小論の目的は，古典的なルート系の拡張概念である『楕円ルート
系』に対して，“楕円Artin群”と呼ばれる，Atrin群 (= braid群)の楕円アナロジー
を定義し，その性質を詳しく調べることになる．特に，楕円 Artin群は
• “楕円図形”に基づく，有限個の生成元と基本関係式による代数的表示と，
• “楕円正則軌道空間”の基本群である，という幾何学的解釈

を併せ持つ．また，楕円ルート系は合同部分群の対称性を持つことがその大きな特
徴であるが，この合同部分群対称性の帰結として，楕円 Artin群に合同部分群の中
心拡大が作用することが示される．

1. プロトタイプ（Introductionに替えて）

1.1. 有限鏡映群とルート系. Ff
∼= Rl を l次元実ベクトル空間，If を Ff 上の内積

（= Ff 上の positive definiteな symmetric bilinear form）とする．α ∈ Ff を 0でな
いベクトルとするとき，以下で定まる Ff 上の線形変換 rαを鏡映（reflection）と
呼ぶ：

rα : u 7→ u− If (u, α
∨)α for u ∈ Ff .

ただし，α∨ :=
2

If (α, α)
α．定義からすぐにわかるように，rαは次の性質を持つ：

rα ∈ O(Ff , If ), (1.1.1)

r2α = 1. (1.1.2)

ここに，O(Ff , If )は内積 If に関する Ff 上の直交変換全体のなす群（直交群）であ
る．また，いくつかの鏡映で生成されるO(Ff , If )の部分群W を鏡映群（reflection
group）という．ここで次の問を考えよう．

Q. 鏡映群W が有限群になるのはいつか？

Example 1.1.1. l + 1次元ユークリッド空間Rl+1の l次元部分空間

Ff :=

{
u =

l+1∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣
l+1∑
i=1

ai = 0

}
⊂ Rl+1

を考える．ここに，εi (1 ≤ i ≤ l+ 1)はRl+1の標準基底を表す．また，Rl+1の標準
内積を Ff に制限したものを If と書く．さらに，（0でないベクトルからなる）Ff の
有限部分集合

R(Al) := {±(εi − εj) | 1 ≤ i < j ≤ l + 1}
とし，rα (α ∈ R(Al))で生成される鏡映群をW (Al)とおく：

W (Al) := ⟨rα |α ∈ R(Al)⟩.

このとき，次の事実はよく知られている．
1
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• 1 ≤ i ≤ nに対し，
αi := εi − εi+1

とおくと，W (Al)は

S := {rα1 , · · · , rαl
}

で生成される．
• W (Al)は (l+ 1)次対称群Sl+1と同型であり，その具体的な同型写像は以下
で与えられる：

rαi
7→ (i, i+ 1) (1 ≤ i ≤ i+ 1).

ここに (i, i+ 1) ∈ Sl+1は iと i+ 1の隣接互換を表す．
• W (Al) ∼= Sl+1は rαi

(1 ≤ i ≤ l)を生成元とし，(1.1.1)および次を基本関係
式とする群である：

rαi
rαj

= rαj
rαi

if |i− j| ≥ 2, (1.1.3)

rαi
rαi+1

rαi
= rαi+1

rαi
rαi+1

if 1 ≤ i ≤ l − 1. (1.1.4)

◦ 上記Qに対する解答

言葉を準備しよう．

Definition 1.1.2. (1) (Ff , If )を有限次元実ベクトル空間 Ff と，その上の positive
definite symmetric bilinear formの組とする．0でないベクトルからなる Ff の部分
集合Rf が (Ff , If )に属するルート系（root system）であるとは，以下の性質を満
たすことをいう．

(i) Rf で生成される Z-加群をQ(Rf )（これをルート格子（root lattice）とい
う）とするとき，Q(Rf )⊗Z R = Ff .

(ii) rα(R) = R for every α ∈ R.
(iii) If (α

∨, β) ∈ Z for every α, β ∈ R.

(2) Rf をルート系とするとき，

W (Rf ) := ⟨rα |α ∈ Rf⟩

をRf のワイル群（Weyl group）という．

Remark . (1) 通常『ルート系』と言うときは，上記 (i),(ii),(iii)を仮定する．ただ
し（後で述べるように），有限鏡映群の分類に用いる場合には，(iii)を仮定しない集
合を考えた方が都合が良い．文献によっては

• (i), (ii)を満たすものを，単にルート系，
• (i), (ii), (iii)を満たすものを，結晶的ルート系（crystalographic root system）

と呼ぶ場合もある．
(2) 分類の都合上，さらに次の２条件を仮定する．

(iv) Rf は既約（irreducible）である．すなわち，Rf = R1
f ⊔R2

f を disjointな分
割であって，If (R

1
f , R

2
f ) = 0であるものとすると，R1

f = ∅ or R2
f = ∅である．

(v) Rfは被約（reduced）である．すなわち，α ∈ Rfに対し，Rf ∩Rα = {±α}.

正確を期するために，『ルート系の同型』の概念を定式化しておこう．
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Definition 1.1.3. Rf を (Ff , If )に属するルート系，R′
f を (F ′

f , I
′
f )に属するルート

系とする．Ff から F ′
f への isometry φであって，φ(Rf ) = R′

f なるものが存在する
とき，Rf とR′

f は同型であるという．

以上の準備の元に，次の定理が知られている．

Theorem 1.1.4 ([Bo]). (1) Rf が (i),(ii),(iv),(v)を満たすとすると，Rf は次のいず
れかのタイプに同型である1：

Al (l ≥ 1), Bl (l ≥ 2), Cl (l ≥ 3), Dl (l ≥ 4), El (l = 6, 7, 8), F4, G2,
Hl (l = 3, 4), I2(m) (m = 5 or m ≥ 7).

(2) W を有限鏡映群とすると，(i),(ii),(iv),(v)を満たす集合R1
f , · · · , Rk

f が存在して，
W はW (Rj

f ) (1 ≤ j ≤ k)たちの直積と同型である2：

W ∼= W (R1
f )× · · · ×W (Rk

f ).

この定理により，有限鏡映群は本質的に既約かつ被約なルート系によって分類さ
れることがわかる．

Remark . (1)ルート系の分類は，通常 “Dynkin図形”と呼ばれる有限有向グラフに
よってなされる．他方，W (Rf )の群としての同型類には “Coxeter図形”（= Dynkin
図形から矢印の向きを無視して得られる図形）が対応する．
(2) 条件のうち，(v)を仮定しない場合には，上記以外にBCl型と呼ばれるルート系
が現れる．ただしWeyl群のレベルでは，

W (BCl) ∼= W (Bl) ∼= W (Cl).

(3) crystalographicとの仮定（(iii)を付け加える）と，A,B,C,D,E, F,Gの７系列
のみになる．これらは，C上の単純リー代数の分類に現れるルート系である．

◦ W (Rf )の構造について

有限群鏡映群W (Rf )は，Coxeter群と呼ばれる一連の群の例になっている．後々
重要になるので，このことを簡単に説明しておく．

Definition 1.1.5. l次の “対称行列”M = (mi,j)であって3．次を満たすものが与え
られているとする（これをCoxeter matrixという）：

mi,j =

{
1 if i = j,

2以上の整数，もしくは∞ if i ̸= j.

このとき，W が（S = {r1, · · · , rl}を生成系とする）Coxeter群であるとは，W が
以下の定義関係式で定義されることをいう：

r2i = 1, (1.1.5)

rirjri · · ·︸ ︷︷ ︸
mi,j個の積

= rjrirj · · ·︸ ︷︷ ︸
mi,j個の積

for i ̸= j. (1.1.6)

ただし，mi,j =∞の時は『riと rjの間に交換関係がない』と読む．
1Al 型ルート系は Example 1.1.1で与えた．それ以外のルート系の具体的な記述は紙数の都合で

省略する．
2ルート系の中には，ルート系としては同型でなくとも，そのWeyl群は同型になるものがある（Bl

型と Cl 型）．この点を除けば，R1
f , · · · , Rk

f は順序を除いて一意的．
3“ ”を付けたのは，“行列”の成分に数でないもの（∞）が入る可能性があるからである．
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Γf をRf のDynkin図形とし，Πf := {α1, · · · , αl}をその頂点集合とする．さらに
Γf に対し，Coxeter matrix M = (mi,j)1≤i,j≤lを次のように定める：

mi,j :=

{
1 if i = j,

p+ 1 if i ̸= jかつ，αiと αjを結ぶ矢印が p本.

このとき，有限鏡映群W (Rf )は S := {rα1 , · · · , rαl
}を生成系とするCoxeter群で

ある．さらに，有限Coxeter群は，本質的にこのようなものしかないことが知られ
ている．

1.2. ルート系と基本群.
F ∗
f,C := HomR(Ff ,C)

とし，
⟨·, ·⟩ : F ∗

f,C × Ff,C → C
を canonical pairingとする．ただし，Ff,C := Ff ⊗R C．
α ∈ Rf に対して

Hα,C := {h ∈ F ∗
f,C | ⟨h, α⟩ = 0}

とおけば，Hα,Cは複素ベクトル空間 F ∗
f,Cの codimendion 1の複素部分空間になる．

ということは，実ベクトル空間としては，

dimR F
∗
f,C − dimR Hα,C = 2

である．

以上は，ごく当たり前の注意であるのだが，実は非常に重要な意味を持つ．実際，
実次元が２減っているので，差集合

F ∗
f,C \Hα,C

は連結であるが単連結にはならず，基本群は非自明に残る．より正確には

π1

(
F ∗
f,C \Hα,C

) ∼= Z
となり，Hα,Cの周りを１周回るサイクルがその生成元となる．

Remark . 同じセッティングはR上で考えることも出来る．しかしその場合，real
codimension 1の部分空間は，元の空間を互いに交わらない２つの連結かつ単連結な
半空間に分割してしまい，基本群も自明（正確には，連結成分ごとの単位群の直積）
になる．つまり非自明なことが何もおきず，つまらない．

以上のことは，複数枚の超平面を同時に考えた場合でも同じである．すなわち，
考えるベクトル空間を複素化することで，初めて基本群が非自明になり，面白い空
間が現れることになる．今回，我々が考察の対象にするのは，ルート系によってパ
ラメトライズされる超平面たちを元のベクトル空間から抜いて得られる差集合

F ∗
f,C \

∪
α∈Rf

Hα,C (1.2.1)

のトポロジカルな性質である．
複素化された双対空間 F ∗

f,C = HomR(Ff ,C)には，有限鏡映群W (Rf )が自然に作
用する4．特に，その作用を (1.2.1)で定まる差集合に制限した場合には，固定点を
持たない．したがって，その作用で割った商空間は多様体の構造を持つ．

4左作用W (Rf ) ↷ Ff から自然に誘導されるW (Rf )の F ∗
f,Cへの作用は，右作用である．このま

ま話を続けても特に問題が生じるわけではないのだが，後々の都合もあり，今回は contragradient
actionを考えることで，『W (Rf )は F ∗

f,C = HomR(Ff ,C)に左から作用している』と思うことにする．
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Definition 1.2.1. (1.2.1)の差集合をW (Rf )の作用で割って得られる商空間(
W (Rf )\F ∗

f,C
)
reg

; = W (Rf )
\(

F ∗
f,C \

∪
α∈Rf

Hα,C

)
を正則軌道空間 (regular orbit space)という．

Example 1.2.2. このような空間の中で最も有名かつ基本的なのは，点の配置空間
であろう．一般に位相空間Xに対し，互いに異なるXの l個の点の（順序付けられ
た）組全体

Conf l(X) := X l \ {(x1, · · · , xl) ∈ X l |xi = xj for some i ̸= j}

を X 上の l 点の配置空間（configuration space of l points on X）と呼ぶ．
Conf l(X)には成分の入れ替えで l次対称群Slが自然に作用する．この作用でConf l(X)
を割ったもの

UConf l(X) := Sl\Conf l(X)

を unordered onfiguration space of l points on Xという5．
特にX = Cの場合，Conf l(C), UConf l(C)はルート系の言葉を用いて次のように

記述される．Example 1.1.1の記号を思い出そう．Al−1型ルート系

R(Al−1) = {±(εi − εj) | 1 ≤ i < j ≤ l}

を V := Rlの部分集合と思い直す：

R(Al−1) ⊂ V = Rl.

V の複素化された双対空間
V ∗
C = HomR(V,C)

を考え，さらにここからルートに対応する超平面たちを取り除く：

V ∗
C \

∪
α∈R(Al−1)

Hα,C = V ∗
C \

∪
1≤i<j≤l

Hεi−εj ,C.

ここで，h ∈ V ∗
C に対して

xi := ⟨h, εi⟩ (1 ≤ i ≤ l)

とおき，これを V ∗
C 座標と思えば，自然な同型

V ∗
C \

∪
1≤i<j≤l

Hεi−εj ,C
∼=

{
(x1, · · · , xl) ∈ Cl

∣∣xi ̸= xj (1 ≤ i < j ≤ l)
}

が得られる．右辺はC上の l点の配置空間Conf l(C)に他ならない．この時，配置空
間の基本群

Pl := π1

(
Conf l(C)

)
を純組み紐群 (pure braid group)という．また，配置空間を対称群の作用で割っ
たUConf l(X) = Sl\Conf l(X)の基本群

Bl := π1

(
UConf l(C)

)
を組み紐群 (braid group)という．これらの群については，次が基本的である．

5適当な日本語訳があるかどうかは知らない．
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Theorem 1.2.3 ([A]). (1) ai ∈ Bl (1 ≤ i ≤ l − 1)が存在して，braid関係式を満
たす： {

aiaj = ajai (|i− j| ≥ 2),
aiai+1ai = ai+1aiai+1 (1 ≤ i ≤ l − 2).

(1.2.2)

さらに，Blは上記 ai (1 ≤ i ≤ l)で生成され，braid関係式 (1.2.2)はその基本関係式
である．
(2) 分裂する完全系列

1→ Pl → Bl
π−→ Sl → 1

が存在する．特に，全射 π : Bl → Slは

ai 7→ ri

で与えられる．ここに，ri = rαi
(1 ≤ i ≤ l − 1)はAl−1型の単純ルート αi (1 ≤ i ≤

l − 1)に対応する鏡映（単純鏡映）である．

Artinが braid群の概念を導入したのはほぼ 100年前（正確には 1925年）のこと
である．代数的なレベルから見れば，結果は非常に単純で，

braid群 Blは，l次対称群Sl （Al−1型Coxeter群）の定義関係式から，
『生成元の２乗=1』という関係式 ((1.1.5)式)を忘れることによって得られる

というものである．しかしながら，実際にその証明を追ってみればわかるように，
Theorem 1.2.3は決して自明ではない．また，近年この brald関係式は数学の色々な
場面で現れるようになっていることは注目に値する．ここでは，その例として

• 共形場理論に現れるKZ方程式との関連
• 可解格子模型に現れるYang-Baxter方程式

を挙げておく6．今回，これらのテーマついて深入りはしないが，
braid関係式が数学の非常に深い部分をコントロールしている，

という事実は覚えておいて頂きたい．

Artinの結果が当時の数学界にどの程度の影響を与えたのかは，筆者にはよく分
からない．はっきり言えることは，

Artinの結果を他のルート系に拡張するには，ほぼ半世紀を要した
という事実のみである7．実際，Theorem 1.2.3は次の形で，一般の有限ルート系の
場合に拡張された．

Definition 1.2.4 ([BS]). Rf を crystalographic な有限ルート系とする．この時，
ai (1 ≤ i ≤ l)を生成元とし，(1.1.6)のタイプの関係式

aiajai · · ·︸ ︷︷ ︸
mi,j個の積

= ajaiaj · · ·︸ ︷︷ ︸
mi,j個の積

for i ̸= j. (1.2.3)

のみを定義関係式とする（すなわち，(1.1.5)のタイプの関係式を忘れて得られる）
群を，有限ルート系Rf に付随するArtin群 (Artin group)，もしくは一般化され
た braid群 (generalized braid group)と呼び，A(Rf )と書く．

6少しだけコメントしておこう．KZ方程式は配置空間上の微分方程式であり，そのモノドロミー
を考えることで，braid群の表現が定まる．また，Yang-Baxter方程式は，ある種の可解格子模型に
現れる R行列が満たす関数方程式で，考えている模型の可解性を保証する重要な式である．そして，
その具体形は『R行列が braid関係式を満たす』という形で与えられる．

7ちなみに，Coxeter群の理論が完成したのは，19世紀のことである．
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Theorem 1.2.5 ([B]). Rf を crystalographicな有限ルート系とする．この時，正則
軌道空間の基本群はArtin群A(Rf )と同型である：

π1

((
W (Rf )\F ∗

f,C
)
reg

) ∼= A(Rf ).

以上により，我々はArtin群A(Rf )に対して “２つの理解の仕方”を得たことなる．
(A) 生成元と基本関係式で定義された抽象的な（代数的な）群としての理解．
(G) 正則軌道空間の基本群としての幾何学的な理解．
単純に『対象を定義する』だけならば，(A)の理解だけで十分であるし，その方

が（ある意味で）ずっと易しい．ただし，単に定義を与えるだけでは，それが数学的
な実体を伴った “意味のある対象”である保証はどこにも無く，やはり (G)の理解は
欠かせない．実際，最も基本的なA型Artin群（braid群）の場合には，『braid群は
配置空間の基本群である』という事実から，共形場理論や曲線上の bundleのモジュ
ライ空間の構造と braid群の関係が見えてくるのであった8．

この小論を通じて我々が目指したいのは，
『楕円ルート系』と呼ばれるルート系の拡張概念に対して，

Artin群（楕円Artin群）を定義し，その基本的な性質を調べる
ということであるが，それは単に『生成元と基本関係式によって抽象的（代数的に）
群を定める』ということではない9．やはり『基本群である』という理解が伴って，
初めて “正しい数学的対象である”という話になるのだと思う．
以下では，まず『楕円ルート系とは何か？』という説明から初めて，対応する楕

円Artin群を
(A) 生成元と基本関係式で定義された抽象的な（代数的な）群として定義し，
(G) さらに，それがある空間（楕円正則軌道空間）の基本群と同型になる

ことを示す．この両者が揃って，初めて
『楕円Artin群は，Artin群の楕円アナロジーである』と宣言できる

というのが，我々の立場である．

2. 楕円ルート系とは？

2.1. 定義. 楕円ルート系は，特異点理論の研究に端を発し，1980年代半ばに齋藤恭
司氏によって導入されたルート系の拡張概念である ([S1])．まず，定義を正確に述
べよう．

Definition 2.1.1. (1) 有限次元実ベクトル空間 F とその上の対称線形形式 I : F ×
F → Rが与えられた時，F の non-isotropic10なベクトルからなる集合Rが以下の条
件を満たす時，(F, I)に属する一般化されたルート系（generalized root system）
という．

(i) Rが生成する Z-加群をQ(R)と書く時，Q(R)⊗Z R ∼= F．
(ii) 任意の α ∈ Rに対して，rα(R) = R．ただし，α∨ := 2α/I(α, α)として，

rα(u) := u− I(u, α∨)α (u ∈ F ).

8ここでは『Artin群は基本群である』という位相幾何学的理解にその根拠を置いているが，別に
位相幾何学に拘っているわけではない．言いたいことは，解析にせよ，代数幾何にせよ，整数論にせ
よ，（要するに何でも良いのだが）『実体を伴った数学的対象にその根拠を置いていない理論は，豊か
な構造を持ち得ない』ということである．

9『群としての性質を調べる』という意味では，この理解も有用である．
10α ∈ F が non-isotropicであるとは，I(α, α) ̸= 0であることを言う．
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(iii) 任意の α, β ∈ Rに対して，I(β, α∨) ∈ Z．
(2) 特に Iが半正定値で，かつ Iの radical rad(I)の次元が２であるとき，(R, I)に
属する一般化されたルート系を楕円ルート系（elliptic root system）という．
(3) Rを (F, I)に属する楕円ルート系とするとき，rα (α ∈ R)が生成するGL(F )の
部分群をW (R)と書き，楕円Weyl群（elliptic Weyl group）と呼ぶ．

Definition 1.1.2と比べれば，上の定義が，Iの（２次形式としての）符号を除けば，
Rf の場合のそれと全く同じであることに気が付かれることと思う．実際，Iが正定
値であれば，得られるRは有限ルート系であり，Iが半正定値かつdimR(rad(I)) = 1
であれば，得られるRはアフィンルート系となる11．すなわち，楕円ルート系は既
存の理論の自然な拡張になっている．

Remark . Rf の場合と同様に，楕円ルート系Rに対しても，断りなしに既約性と
被約性を仮定することにする．定義は全く同じなので，具体形は省略する．

Example 2.1.2 (X
(1,1)
l 型ルート系). Rf を (Ff , If )に属する Xl 型有限ルート系

（X = A ∼ G）とする．この時，Ff は l次元実ベクトル空間であることに注意しよ
う．さて，l + 2次元実ベクトル空間 F を

F := Ff ⊕ (Rδb ⊕ Rδa)

とし，F 上の対称双線型形式 I : F × F → Rを

I|Ff×Ff
= If , rad(I) = Rδb ⊕ Rδa

で定める．このとき，Iは半正定値で dim(rad(I)) = 2となる．F の部分集合Rを

R := {αf +mδb + nδa |αf ∈ Rf ,m, n ∈ Z}
とおくと，Rは (F, I)に属する一般化されたルート系（楕円ルート系）になる．こ
うして定まる楕円ルート系RをX

(1,1)
l 型ルート系と呼ぶ．

X
(1,1)
l 型ルート系は，楕円ルート系の中で最も基本的なクラスであり，アフィン

ルート系における untwised typeの楕円アナロジーである．このことはWeyl群の構
造を見るとより明確になる．

Proposition 2.1.3. Rが上の楕円ルート系の時，

W (R) ∼= W (Rf )⋉Q(R∨
f )

⊕2.

ただし，R∨
f := {α∨

f ∈ F |α ∈ Rf}（Rf の dual root system），Q(R∨
f )はその root

lattice．

Sketch.) αf ∈ Rf に対し，

t
(b)

α∨
f
:= rαf

rαf+δb , t
(a)

α∨
f
:= rαf

rαf+δa (2.1.1)

とおくと，簡単な計算から次がわかる：
• ♯ = b, aに対して，

t
(♯)

α∨
f
: u 7−→ u− I(u, α∨

f )δ♯ (u ∈ F ). (2.1.2)

• t
(♯)

α∨
f
t
(♮)

β∨
f
= t

(♮)

β∨
f
t
(♯)

α∨
f

(♯, ♮ = b, a).

11正確には『アフィンルート系の実ルートの全体』と言うべき．この定義だと，虚ルートは Rに
含まれない．
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ξ =
∑l

i=1 ξiα
∨
i ∈ Q(R∨

f ) (ξi ∈ Z, αiはRf の simple roots)に対して，

t
(♯)
ξ :=

(
t
(♯)

α∨
1

)ξ1 · · · (t(♯)α∨
l

)ξl (♯ = b, a)

とおく時，埋め込みQ(R∨
f )

⊕2 ↪→ W (R)は，

(ξ, µ) 7−→ t
(b)
ξ t(a)µ = t(a)µ t

(b)
ξ

で与えられる．また
• rαf

t
(♯)
ξ rαf

= t
(♯)
rαf

(ξ) (♯ = b, a)

より，この埋め込みの像はW (R)の正規部分群で，

W (R)/Q(R∨
f )

⊕2 ∼= W (Rf )

が成り立つ．すなわち，完全系列

1→ Q(R∨
f )

⊕2 → W (R)→W (Rf )→ 1 (2.1.3)

が存在する．さらに，この完全系列が分裂することもすぐ分かる． □
2.2. 楕円ルート系の性質. 楕円ルート系の性質を端的に言えば

null rootの方向が 2つあるようなルート系

ということになるだろう．ここで言う『null rootの方向の数』とは，Iの radicalの
次元に他ならない．この点に着目すれば，

有限ルート系 = null rootの方向が０個
アフィンルート系 = null rootの方向が１個
楕円ルート系 = null rootの方向が 2個

という系列がある，と考えることも出来る．その意味で，楕円ルート系は有限ルー
ト系・アフィンルート系の自然な拡張概念となっている．
ところが，少し真面目に考えようとすると，

null rootの方向が 0, 1個の場合と，
2個（以上）の場合では，話が全く異なる

ということに気づく．以下，このことをもう少し詳しく見ていこう．

(a) 楕円ルート系はKac-Moody理論に由来しない

Kac-Moody理論では，一般化 Cartan行列A = (ai,j)を与えることから全てが出
発する．ご存知の方も多いと思うので詳細は省略するが，ルート全体が張る実ベク
トル空間を F と書くとき，F 上にAから定まる対称双線型性形式 I が構成される．
I が半正定値と仮定すると，対応するルート系は有限型（dimR rad(I) = 0の場合）
か，アフィン型（dimR rad(I) = 1の場合）に限られてしまう．
他方，楕円ルート系が属する (F, I)においては，dimR rad(I) = 2であり，こう

いう状況はKac-Moody理論では絶対に実現出来ない．すなわち，楕円ルート系は
Kac-Moody理論の範疇の外側に生息しているのである．

(b) 自己同型群の構造が異なる

有限型ルート系 Rf では，ルート系の自己同型群 Aut(Rf ) は対応するWeyl 群
W (Rf )にほぼ等しい．より正確には，Dynkin図形の diagram automorphismから
生成される有限群を除いて，両者は等しい．事情はアフィンルート系 Raでも同様
である．

W (Rf ) ≒ Aut(Rf ), W (Ra) ≒ Aut(Ra) (up to 有限群).



10 斉藤 義久（立教大学理学部）

言い換えれば，
有限型・アフィン型のルート系においては，

ルート系の対称性はWeyl群によって（ほぼ）記述される
ということになっている．
他方，楕円ルート系においては，事情が全く異なる．例えば上に紹介したX

(1,1)
l

型ルート系の場合，ルート系Rは

R = {αf +mδb + nδa |αf ∈ Rf ,m, n ∈ Z}

と定義されているであった．g :=

(
p q
r s

)
∈ SL2(Z)に対して，

ϕg : αf +mδb + nδa 7→ αf + (pm+ qn)δb + (rm+ sn)δa

とおけば，これはF の１次変換に自然に拡張され，Aut(R)の元を定める．しかしな
がら，このような変換は楕円Weyl群W (R)の元によって作り出すことは出来ない．
一般の楕円ルート系では対称性がもう少し崩れているために，modular群 SL2(Z)

はフルに作用出来ないが，SL2(Z)の指数有限の部分群（合同部分群）が作用するこ
とになる．いずれにせよ，

楕円ルート系Rの対称性はWeyl群だけでは記述することが出来ず，
Rは合同部分群という無限離散群の作用も同時に持っている

ということになっている．この事実の帰結として，楕円ルート系の理論には，楕円
曲線や保型形式の理論が自然に現れる．これは有限型・アフィン型のルート系には
ない，楕円ルート系に特有の著しい性質である．

2.3. Marked elliptic root systemと楕円図形. 既に述べたように，

楕円ルート系 =
null rootの方向が２つ（= radicalが２次元）

あるようなルート系

だったわけだが，このままでは理論をコントロールするのが難しい．そこで我々は，
“marking”と呼ばれる概念を導入する．これにより，楕円ルート系の理論を既存の
概念（アフィンルート系の理論）に帰着させる方法を与えることが出来る．

Definition 2.3.1. rad(I)の１次元部分空間Gであって，G∩Q(R) ̸= {0}となるもの
をmarkingと呼ぶ．さらに，組 (R,G)をmarked elliptic root system (MERS
と略記)と呼ぶ．

marking Gが指定されると，canonicalな射影 πG : F → F/Gが定まる．この時，
Ra := πG(R)はアフィンルート系になる．アフィンルート系はその構造が詳しく調
べられており，既存の理論が適用出来る．つまり，

marking Gの指定 =
既存の理論（アフィンルート系の理論）への

“落し方”の指定

というわけである．さらに，MERS (R,G)に対して，楕円図形（elliptic diagram）
と呼ばれる有限グラフ Γ(R,G)を定めることが出来る．以下に，その構成法を紹介
しよう．

Step 1. 定義からG ∩Q(R)は rank 1の自由アーベル群になる．その生成元をを１
つ選び，δaと書く：

G ∩Q(R) = Zδa. (2.3.1)

さらに，各 α ∈ Rに対して，

kα := inf{k ∈ Z>0 |α + kδa ∈ R}, α∗ := α + kαδa
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とおく．

Step 2. Rの部分集合Πa = {α0, · · · , αl}を，次の条件を満たすように取る：
• 自然な射影 πG : F → F/Gによる Πaの像 πG(Πa)が，商アフィンルート系
Ra = πG(R)の単純ルートを与える12．

この時，Raの primitive null root δRaは，単純ルートの非負整係数１次結合で

δRa =
l∑

i=0

niπG(αi) (ni ∈ Z≥0) (2.3.2)

と書くことが出来る（ここに現れる ni (0 ≤ i ≤ l)はRaのKac labelと呼ばれるこ
とがある）．

Step 3. mi :=
I(αi, αi)ni

2kαi

(0 ≤ i ≤ l)，mmax := max{mi | 0 ≤ i ≤ l} とし，

Πmax := {αi ∈ Πa |mi = mmax}, Π∗
max := {α∗

i |αi ∈ Πmax},
と定める．さらに

Π(R,G) := Πa ∪ Π∗
max

とおく．このΠ(R,G)が，これから構成するグラフの頂点集合となる．

Step 4. Π(R,G)の各頂点を以下のルールで結ぶ．α, β ∈ Π(R,G)に対し，eα eβ if I(α, β) = I(β, α) = 0,eα eβ if I(α, β∨) = I(β, α∨) = −1,eα eβ-µ if I(α, β∨) = −µ and I(β, α∨) = −1 for µ = 2, 3, 4,eα eβ∞
if I(α, β∨) = I(β, α∨) = −2,eα eβ if I(α, β∨) = I(β, α∨) = 2.

Definition 2.3.2. 上のようにして定まるグラフを Γ(R,G)と書き，MERS (R,G)
に付随する楕円図形 (elliptic diagram)と呼ぶ．

この時．次の定理が知られている．

Theorem 2.3.3 (MERSの分類定理 [S1]). 『商アフィンルート系Raが reducedで
ある』との仮定の下に，MERSの同型類はその楕円図形で完全に分類される．

出来上がるグラフの具体形はAppendixに書いたので，そちらを参照して頂きたい．

Remark . (1) 通常の場合と異なり，楕円図形 Γ(R,G)の頂点集合は “単純ルート”
に対応しているわけではない．実際，Appendixの実例を見て頂ければ分かる通り，
Γ(R,G)の頂点の数は，(R,G)が属するベクトル空間Fの次元より一般には大きい13．
(2) 今後，以下のような記法を用いる：e e = e e-µ = e e�µ for µ = 1,e e-µ

= e e�µ
−1

for µ = 2±1, 3±1, 4±1.

12アフィンルート系は Kac-Moody理論の範疇に属しているので，『単純ルート』が意味を持つこ
とに注意．

13そもそも，楕円ルート系は既存の意味でのルート系ではないので，（Kac-Moody理論で言うとこ
ろの）単純ルートは存在しない．
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後で必要になる概念を準備しておく．(2.3.2)に現れた係数 ni (0 ≤ i ≤ l) を思い
出して，δb ∈ rad(I) ∩Q(R)を

δb :=
l∑

i=0

niαi (2.3.3)

と定める．この時，δb, δaは radZ(I) := rad(I) ∩Q(R)の Z-基底となる．

Remark . (1) (R,G)がX
(1,1)
l 型のMERSの場合，(2.3.1)で定義した δa，および

(2.3.3)で定義した δbは，Example 2.1.2に現れたそれに他ならない．
(2) 定義から明らかなように，一般に δbと δaは対称ではない．この非対称性の帰結
として，Rには SL2(Z)はフルに作用せず，指数有限の部分群（合同部分群）が作用
することになる．

3. 楕円Artin群（その１：代数的な定義）

3.1. 楕円Weyl群の full extension. 楕円Artin群の代数的な定義を与えるにあた
り，楕円Weyl群の生成元と関係式による表示を復習する．
F を l+2次元の実ベクトル空間，I : F ×F → RをF 上の対称双線型形式であっ

て，dimR rad(I) = 2であるものとする．この時，l+4次元の実ベクトル空間FΛと，
その上の非退化双線型形式 IΛ : FΛ × FΛ → Rの組 (FΛ, IΛ)が２条件

• F は FΛの部分ベクトル空間である．

• IΛ|F×F = I．

を満たす時，(F, I)の full extensionであるという．
Rを (F, I)に属する楕円ルート系とする．α ∈ Rに対して，鏡映 sα ∈ O(FΛ, IΛ)

を
sα(u) := u− IΛ(u, α

∨)α (u ∈ FΛ)

と定める．次は構成から明らかであろう．

sα|F = rα.

Definition 3.1.1. sα (α ∈ R)で生成される O(FΛ, IΛ)の部分群をWΛ(R)と書き，
楕円Weyl群W (R)の full extensionと呼ぶ．

WΛ(R)については，以下に述べる “楕円図形 Γ(R,G)に基づいた生成元と基本関
係式による表示”が知られている．正確な主張を述べる前に少し準備する．

２頂点 α, β ∈ Πaは bα b β-µ for µ = 2±1, 3±1の形に結ばれていると仮定する．
この時，楕円図形の分類定理から，k(α, β) := kα/kβは 1か µのどちらかに等しいこ
とが分かる.

Definition 3.1.2. 上の settingにおいて，αが辺 bα b β-µ のboundary side (or
b-side for short)であるとは，k(α, β) = inf{1, µ}が満たされるときをいう.

以上の準備の下に，“楕円図形 Γ(R,G)に基づいたWΛ(R)の生成元と基本関係式
による表示”について述べる．

Theorem 3.1.3 ([ST],[SS]). (R,G)を (F, I)に属する MERS，Γ(R,G)をその楕
円図形，Π(R,G) ⊂ Rをその頂点集合とする．この時，full extension WΛ(R)は
sα (α ∈ Π(R,G))によって生成され，その基本関係式は次のように記述される．
(1) l ≥ 2の時：以下のリストにある subdiagramが Γ(R,G)の中に現れる毎に，右
の関係式を仮定する．
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(W0) s2α = 1,eα

(W1)0 sαsβ = sβsα,eα eβ
(W1)1 sαsβsα = sβsαsβ,eα eβ
(W1)2 sαsβsαsβ = sβsαsβsα,eα eβ-2

±1

(W1)3 sαsβsαsβsαsβ = sβsαsβsαsβsα,eα eβ-3
±1

以下の diagramsにおいては，α, β, γは Γaの頂点集合Πaに属すると仮定する.

(W2)1 sβsαsα∗sβsαsα∗ = sαsα∗sβsαsα∗sβ.

eα∗

eα

eβHHHH

����

次の２つの diagramsにおいては，αは辺 bα b β-µ において b-sideと仮定する
（ただし µ = 2±1, 3±1）.

(W2)2 sαsβsαsα∗sβ = sβsαsα∗sβsα,

eα∗

eα

eβHHHH

HHHj

����

���*

2±1

(W2)3

sβsαsα∗sβsαsα∗ = sαsα∗sβsαsα∗sβ and

sβsαsα∗sβsα = sα∗sβsαsα∗sβ.

eα∗

eα

eβHHHH

HHHj

����

���*

3±1

(W3)1 sβ∗sαsα∗ = sαsα∗sβ and sα∗sβsβ∗ = sβsβ∗sα.

eα∗ eβ∗

eα eβ
@
@
@
@

�
�

�
�

次の diagramにおいては, αは辺 bα b β.-2
±1

において b-sideと仮定する．

(W3)2 sβ∗sαsα∗ = sαsα∗sβ.

eα∗ eβ∗

eα eβ
-

-

@
@
@
@

�
�

�
�

@
@@R

�
���

2±1
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次の diagramにおいては，α, γは２重点線で繋がる頂点を持たず，かつ Γ(R,G)
の中で繋がっていないと仮定する.

(W4)
sβsβ∗sαsγsβsβ∗sγ = sγsβsβ∗sγsαsβsβ∗ and

sβsβ∗sγsαsβsβ∗sα = sαsβsβ∗sαsγsβsβ∗ .
eα

eβ∗

e
β

eγ����

HHHH

���*

HHHj

HHHH

HHHj

����

���*

µµ′

(2) l ≥ 1の時：(1)に現れた (W0)，および以下のリストにある subdiagramに対し
て右の関係式を仮定する．

(W2)4

sβsαsα∗sβsαsα∗ = sαsα∗sβsαsα∗sβ

= sα∗sβsαsα∗sβsα,

eα∗

eα

eβHHHH

HHHj

����

���*

4±1

(W2)∞

sβsαsα∗sβsαsα∗ = sαsα∗sβsαsα∗sβ

= sα∗sβsαsα∗sβsα,

eα∗

eα

eβHHHH

����

∞

(W3)4 sβsβ∗sαsα∗ = sβ∗sαsα∗sβ = sαsα∗sβsβ∗ = sα∗sβsβ∗sα,

eα∗ eβ∗

eα eβ
-

-

@
@
@
@

�
�

�
�

@
@@R

�
���

4±1

(W3)∞ sβsβ∗sαsα∗ = sβ∗sαsα∗sβ = sαsα∗sβsβ∗ = sα∗sβsβ∗sα.

eα∗ eβ∗

eα eβ
@
@
@
@

�
�

�
�

∞

関係式 (W1)µ (µ = 0, 1, 2, 3) は，古典的によく知られたCoxeter relationsに他な
らない．他方，(W2)µ, (W3)µ (µ = 1, 2, 3, 4,∞)と (W4)は既存の理論には現れない
関係式で elliptic Coxeter relationsと呼ばれる．

Remark . (1) l = 1 の場合，通常のCoxeter relationsは仮定しない．
(2) (W3)4 (resp. (W3)∞)のdiagramを考える場合，この中には (W2)4 (resp. (W2)∞)
と同型な subdiagramが複数含まれているが，これらに対応する関係式は仮定しな
い（(W3)4 (resp. (W3)∞)の関係式のみ仮定する）．

3.2. 代数的楕円Artin群の定義. 楕円Artin群の代数的な定義を与えよう．アイデ
アは有限型（プロトタイプ）の場合と同じで

Weyl群（鏡映群）の定義関係式から，生成元の２乗=1を外せ

というものである．

Definition 3.2.1. aα (α ∈ Π(R,G))を生成元とし，Coxeter relations と elliptic
Coxeter relationsのみ（生成元の２乗 =1は仮定しない）を基本関係式とする群を
Aa(R,G)と書き，代数的楕円Artin群 (algebraic elliptic Artin group)と呼ぶ．

繰り返しになるが，
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Weyl群（鏡映群）の定義関係式から，生成元の２乗=1を
外すことで，Artin群（基本群）が得られる

というのは，有限ルート系の場合なら正しいが，楕円ルート系の場合にも同じこと
が成り立つ保証はどこにもない．次節以降で示すように，この “対応”は楕円ルート
系の場合にも正しいが，もちろん自明ではない．現時点では『抽象的に群Aa(R,G)
を定義してみました』という以上のことは何もしていない．この点は特に強調して
おきたい．

4. 楕円Artin群（その２：基本群としての理解）

本節では，ある複素領域（楕円正則軌道空間）の基本群として幾何学楕円 Artin
群Ag(R,G)を導入し，それが前節で定義した代数的楕円Artin群と同型になること
を示す．すなわち，

鏡映群の定義関係式から，生成元の２乗=1を
外すことで，基本群が得られる

という strategyが，楕円ルート系の場合にも成立することを示す．

4.1. 楕円周期領域と楕円正則軌道空間. まずは準備から始めよう．(R,G)を (F, I)
に属するMERSとする．δb, δaを上述のように取る時，これらは rad(I)の基底になっ
ていた：

rad(I) = Rδb ⊕ Rδa.
rad(I)は指定されたデータから一意的に定まるF の部分空間であるが，Iは非退化で
はないので，“rad(I)の直交補空間”を canonicalに定めることは出来ない．そこで，

Lf := ⊕l
i=1Rαi

とおこう．この時，F は
F = Lf ⊕ (Rδb ⊕ Rδa) (4.1.1)

と分解する．
(FΛ, IΛ)を (F, I)の full extensionとする．λb, λa ∈ FΛを

IΛ(Lf , λ♮) = 0, IΛ(δ♯, λ♮) = δ♯,♮, IΛ(λ♯, λ♮) = 0 (♮, ♯ = b, a)

によって定義する時，(4.1.1)は分解

FΛ = (Rλb ⊕ Rλa)⊕ F

= (Rλb ⊕ Rλa)⊕ Lf ⊕ (Rδb ⊕ Rδa)
(4.1.2)

に拡張される．以後，常にこの分解を固定して議論することにする．

実ベクトル空間の埋め込み
FΛ

ι←− rad(I)

を思い出そう．各実ベクトル空間に対して，複素化された双対空間を

F ∗
Λ,C := HomR(FΛ,C), rad(I)∗C := HomR(rad(I),C)

と書く．この時，上の実ベクトル空間の埋め込みは，全射

F ∗
Λ,C

ι∗−→ rad(I)∗C (4.1.3)

を誘導する．FΛ上の対称双線型形式 IΛは非退化なので，複素ベクトル空間の同型
ν : FΛ,C := FΛ ⊗R C ∼−→ F ∗

Λ,Cが

⟨ν(uΛ), vΛ⟩ := IΛ,C(uΛ, vΛ) for uΛ, vΛ ∈ FΛ,C
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により定まる．ここに ⟨·, ·⟩ : F ∗
Λ,C×FΛ,C → Cは canonical pairing, IΛ,Cは IΛの複素

化である．F ∗
Λ,C上の対称双線型形式 I∗Λ,Cを

I∗Λ,C(hΛ, h
′
Λ) := IΛ,C(ν

−1(hΛ), ν
−1(h′

Λ)) for hΛ, h
′
Λ ∈ F ∗

Λ,C,

で定め，

c♯ := ν(δ♯), d♯ := ν(λ♯) for ♯ = b, a and hf := ν(Lf ⊗R C)
とおく．この時，(4.1.2)は複素ベクトル空間の分解

F ∗
Λ,C = (Ccb ⊕ Cca)⊕ hf ⊕ (Cdb ⊕ Cda) (4.1.4)

を誘導する．

Note. (1) 構成から, rad(I)∗C は F ∗
Λ,Cの部分空間Cdb ⊕ Cdaと自然に同一視される：

rad(I)∗C = Cdb ⊕ Cda.
(2) 分解 (4.2.4)の下に, hΛ ∈ F ∗

Λ,Cを

hΛ = tbcb + taca + z + ωbdb + ωada (z ∈ hf , tb, ta, ωb, ωa ∈ C). (4.1.5)

と書く．

以上の準備の下に，議論の舞台となる複素領域を定義しよう．

H := {ω = ωbdb + ωada ∈ rad(I)∗C |ωb, ωa ∈ C∗, I(ωb/ωa) > 0}
とおく．また，F ∗

Λ,Cの２次超曲面Zを次で定める．

Z :=
{
hΛ ∈ F ∗

Λ,C
∣∣ I∗Λ,C(hΛ, hΛ) = 0

}
.

Definition 4.1.1. 複素領域

Ẽ := (ι∗)−1
(
H
)
∩ Z

を楕円周期領域 (elliptic period domain)と呼ぶ．

簡単のため，ι∗|Ẽ : Ẽ→ Hをϖと書く．こうして fiber bundle

ϖ : Ẽ→ H (4.1.6)

が得られる．

WΛ(R)は FΛに（左から）作用する．この作用は部分空間 rad(I)を不変に保つ．
より強く rad(I) への作用は自明である．このWΛ(R)-actionから，双対空間F ∗

Λ,Cへ
のWΛ(R)の contragradientな作用が誘導される．WΛ(R)の rad(I)への作用が自明
であることの帰結として，WΛ(R)の rad(I)∗Cへの作用も自明となる．
さらに，構成から楕円周期領域 Ẽ ⊂ F ∗

Λ,CはWΛ(R)の作用で保たれることが容易
にわかる．かくして，(4.1.6)の fiber bundleにWΛ(R)が equivariantに作用するこ
とが従う．言い換えると，

各 ω ∈ Hに対し，fiber ϖ−1(ω)はWΛ(R)の作用で保たれる
ことがわかった．
楕円周期領域からルートに付随する超平面たちを取り除いて得られる差集合

Ẽ \
∪
α∈R

Hα,C

を考える，これは，有限ルート系の場合の (1.2.1)式の楕円アナロジーである．
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Definition 4.1.2. 商空間(
WΛ(R)\Ẽ

)
reg

:= WΛ(R)
\(

Ẽ \
∪
α∈R

Hα,C

)
を楕円正則軌道空間 (elliptic regular orbit space)と呼ぶ．

これを (4.1.6)の fiber bundleと併せると，新たな fiber bundle

p :
(
WΛ(R)\Ẽ

)
reg
→ H (4.1.7)

が得られる．

4.2. 幾何学的楕円Artin群. 前節までの準備の下に，幾何学的な楕円Artin群の定
義を与えよう．

Definition 4.2.1. (4.1.7)の fiber bundleの fiberの基本群 π1

(
p−1(ω)

)
(ω ∈ H)を

Ag(R,G)と書き，幾何学的楕円Artin群 (geometric elliptic Artin group)と
いう．

Remark . (4.1.7)の fiber bundleの homotopy long exact sequenceから，完全系列

1→ π1(fiber)→ π1

((
WΛ(R)\Ẽ

)
reg

)
→ π1(H)→ 1

が得られる．
π1(fiber) = Ag(R,G), π1(H) ∼= Z

であるから，楕円正則軌道空間の基本群
(
WΛ(R)\Ẽ

)
reg

)
に関して，完全系列

1→ Ag(R,G)→ π1

((
WΛ(R)\Ẽ

)
reg

)
→ Z→ 1

が存在する．

この小論の主結果の１つは次の定理である．

Theorem 4.2.2 ([L],[SS]). 代数的楕円 Artin群 Aa(R,G)と幾何学的楕円 Artin群
Ag(R,G)は同型である：

Aa(R,G) ∼= Ag(R,G). (4.2.1)

以後，我々は (4.2.1)によって定まる群の同型類を単に楕円 Artin群 (elliptic
Artin group)と呼び，A(R,G)と書く．Theorem 4.2.2によって，

鏡映群の定義関係式から，生成元の２乗=1を
外すことで，基本群が得られる

という strategyが，楕円ルート系の場合にも成立することを示されたことになる．

5. Modulr group action

5.1. Rの自己同型の作る群. 2.2節で，楕円ルート系Rには
SL2(Z)のある種の合同部分群がRに自然に作用する

という，有限型・アフィン型のルート系には無い，著しい特徴があることは既に述
べた．本節ではこのことをもう少し真面目に定式化してみよう．

Definition 5.1.1. FΛの isometry φ ∈ O(FΛ, IΛ)が条件

φ(R) = R (5.1.1)

を満たす時，φはRの自己同型であるという．Rの自己同型の全体のなす群をAutΛ(R)
と書く：

AutΛ(R) := {φ ∈ O(FΛ, IΛ) |φ(R) = R}.
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φ ∈ AutΛ(R)とすると，定義から φは

radZ(I) := rad(I) ∩Q(R) = Zδb ⊕ Zδa
を不変に保つ．したがって，制限写像

res0(φ) := φ|radZ(I)
はAutΛ(R)からGL(radZ(I)) ∼= GL2(Z) への準同型を与える：

res0 : AutΛ(R)→ GL(radZ(I)).

GL(radZ(I))の部分群

SL(radZ(I)) := {ϕ ∈ GL(radZ(I)) | det(ϕ) = 1}
とし，AutΛ(R)の部分群Aut+Λ(R)を，

Aut+Λ(R) := {φ ∈ AutΛ(R) | res0(φ) ∈ SL(radZ(I))}
と定める．この時，制限写像 res0は，Aut+Λ(R)からSL(radZ(I))への準同型を与える：

res0 : Aut
+
Λ(R)→ SL(radZ(I)). (5.1.2)

Remark . WΛ(R)はAutΛ(R)の部分群である．さらに，sα ∈ WΛ(R)に対し

res0(sα) = id

となる．ゆえに

WΛ(R) ⊂ Ker
(
res0 : Aut

+
Λ(R)→ SL(radZ(I))

)
である．また，φ ∈ Aut+Λ(R)とすると，

φ ◦ sα ◦ φ−1 = sφ(α).

したがって，WΛ(R)はAut+Λ(R)の正規部分群である．

Definition 5.1.2. (1) res0によるAut+Λ(R) の像を Γ+と書く：

Γ+ := res0(Aut
+
Λ(R)).

(2) FΛの分解 (4.1.2)を保つ isometryの作るO(FΛ, IΛ)の部分群をOsp(FΛ, IΛ) とし，

Γ+
sp := res0

(
Aut+Λ(R) ∩Osp(FΛ, IΛ)

)
とおく．

定義から明らかなように，Γ+
spはΓ+の部分群である．また，両者はSL(radZ(I))

) ∼=
SL2(Z)の指数有限の部分群（合同部分群）でもある．各楕円ルート系毎の具体的計
算により，次がわかる．

Proposition 5.1.3. Γ+
spは Γ0(N) (N = 1, 2, 3)のいずれかに同型である14．ただし，

Γ0(N) :=

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0modN

}
.

Remark . (1) 多くの楕円ルート系において Γ+
spは Γ+と一致するが，いくつかの例

外的な場合に対しては，両者は一致せず，Γ+
spは Γ+の真部分群になる．

(2) 単射準同型 χ : Γ+
sp → Aut+Λ(R)であって，rad0 ◦ χ = idとなるものが存在する．

以後，この準同型を用いて χ(Γ+
sp)と Γ+

spを同一視する．

14N = 1の場合，Γ0(1)は SL2(Z) そのものに他ならない．
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5.2. “Modular group action” on A(R,G). AutΛ(R)は埋め込み

FΛ
ι←− rad(I)

に equivarinatに作用する．Weyl群の場合と同様な議論により，この作用は fiber
bundle

ϖ : Ẽ→ H (4.1.6)

への AutΛ(R)の equivariantな作用を誘導する．楕円周期領域からルートに対応す
る鏡映面を取り除き，さらにWΛ(R)で割ることで，fiber bundle

p :
(
WΛ(R)\Ẽ

)
reg
→ H (4.1.7)

が得られていたことを思い出そう．本節では，これをさらに Γ+
spで割った quotient

Γ+
sp\p : Γ+

sp\
(
WΛ(R)\Ẽ

)
reg
→ Γ+

sp\H (5.2.1)

を考える．

Remark . 作用
Γ+
sp ↷

(
WΛ(R)\Ẽ

)
reg

(resp. Γ+
sp ↷ H)

は固定点を持たないので，商空間Γ+
sp\

(
WΛ(R)\Ẽ

)
reg

(resp. Γ+
sp\H)は多様体の構造

を持っていることに注意．

fiber bundleの homotopy long exact sequenceの一般論から，完全系列

1→ π1(fiber)→ π1

(
Γ+
sp\

(
WΛ(R)\Ẽ

)
reg

)
→ π1(Γ

+
sp\H)→ 1 (5.2.2)

が得られる．fiber bundle (4.1.7)と fiber bundle (5.2.1)で fiberの構造は変わらない
ので，(5.2.2)においても

π1(fiber) ∼= A(R,G)

が成り立つ．さらに，次が成り立つ．

Proposition 5.2.1. fiber bundle (5.2.1)は global sectionを持つ．

このPropositionの系として，完全系列 (5.2.2)は分裂することがわかる．すなわち，

π1

(
Γ+
sp\

(
WΛ(R)\Ẽ

)
reg

) ∼= π1(fiber)⋊ π1(Γ
+
sp\H)

∼= A(R,G)⋊ π1(Γ
+
sp\H).

言い方を替えると，完全系列 (5.2.2)が分裂することによって，
π1(Γ

+
sp\H)がA(R,G)に adjointで作用する

ことが示されたことになる．

◦ π1(Γ
+
sp\H)の構造

上にも述べた通り，Γ+
spはHに fixed point freeに actするので，完全系列

1→ π1(H)→ π1(Γ
+
sp\H)→ Γ+

sp → 1

が存在する．特に，この完全系列から，基本群 π1(Γ
+
sp\H)が Γ+

spの π1(H) ∼= Zによ
る中心拡大と同型であることが分かる．

他方，保型形式の理論を用いることで，次が従う．
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Proposition 5.2.2 ([S3]).

π1(Γ
+
sp\H) ∼=


A(A2) if Γ+

sp
∼= Γ0(1) = SL2(Z),

A(B2) if Γ+
sp
∼= Γ0(2),

A(G2)⋊ (Z/2Z) if Γ+
sp
∼= Γ0(3).

ここにA(X2) (X = A,B,G)は rank 2の有限ルート系に付随するArtin群である．

以上の結果を定理の形でまとめておこう．

Theorem 5.2.3 ([SS]). (R,G)をMERSとする．この時，対応する楕円 Artin群
A(R,G)は，合同部分群 Γ+

spのRへの作用 (modular group action) から誘導される
rank 2のArtin群A(X2)の adjoint作用を持つ．

Remark . (1)『rank 2のArtin群 (=ある種の合同部分群の中心拡大)が楕円Artin
群A(R,G)に作用する』という事実自身は，Maconald [M]やCherednik [C]らによっ
て，実質的に（かつ部分的に）示されている．ただし，彼らの方法は純代数的な手
法によるもので，今回のようにルート系の対称性に基づく幾何学的構成法ではない．
(2) 今回の方法は，全てが fiber bundle (5.2.1)の sectionの取り方に依存している．
sectionの取り方を替えた時，得られる作用 π1(Γ

+
sp\H) ↷ A(R,G) がどのような影

響を受けるのか？は不明であり，今後の課題と言えるであろう．
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(2) “twisted” case
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