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概 要

ヤング盤の一般化である「半無限ヤング盤」を導入する. そして, これらのなすアフィン A型
の柏原結晶がアフィン A型量子群上の端ウェイト加群の結晶基底と同型であることを述べる. ま
た, この同型対応の証明において重要な役割を果たすアフィン・ワイル群上の半無限ブリュア半順
序の盤判定法について述べる.

1 半無限ヤング盤

自然数 n を一つ固定し, I = {1, 2, . . . , n− 1} とおく. 記号ϖi (i ∈ I) によって i個の箱をもつ 1列

型のヤング図形を表す. また, λ =
∑

i∈I miϖi, mi ∈ Z≥0, によって, 各 i ∈ I について長さ iの列を

mi個もつヤング図形を表す. 例えば, λ = 5ϖ1 + 3ϖ2 + 4ϖ3 + 2ϖ4 +ϖ6 は次のヤング図形を表す.

この例のように, 本稿では右側の列をそろえた形にヤング図形を表示する.

与えられたヤング図形 λの各箱に {1, 2, . . . , n}に属する数を一つずつ記入したものを型 λの盤とい

う. また, 各列において, 記入されてる数が上から下に向かって狭義に増加しているような盤を列標準

盤という. 型 λの列標準盤全体の集合を CST(λ) と表す. 例えば, n = 3としたとき,
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1 1

2
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3
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1 2

3
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2
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3
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3
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2
,

3 1

3
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}
となる.

T ∈ CST(ϖi) について, 上から s 番目の箱に記入されている数を T(s) ∈ {1, 2, . . . , n} と表す.

Tν ∈ CST(ϖiν ) (1 ≤ ν ≤ N) とするとき,
∏N

ν=1 Tν = T1T2 · · ·TN によって, 左から ν番目の列が Tν

であるような列標準盤を表す.

Y
∞
2 (ϖi) = CST(ϖi)× Z = {(T, c) | T ∈ CST(ϖi), c ∈ Z}

とおく.
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定義 1.1. (1) (T, c), (T′, c′) ∈ Y
∞
2 (ϖi) に対して, 次の 2条件が成り立つとき, (T, c)

(i)

⪰ (T′, c′) と定

める.

(i) c− c′ ≥ 0.

(ii) 1 ≤ u ≤ i− c+ c′ であるならば T(u+ c− c′) ≥ T′(u) である.

(2) λ =
∑

i∈I miϖi, mi ∈ Z≥0, i ∈ I, とし, N =
∑

i∈I mi とおく. また,

T =

(
n−1∏
i=1

mi∏
ν=1

T(i)
ν ,
(
c(i)ν

))
∈ CST(λ)× ZN

とする. ただし, (T
(i)
ν , c

(i)
ν ) ∈ Y

∞
2 (ϖi), i ∈ I, 1 ≤ ν ≤ mi, である. T が条件

各 i ∈ I に対して (T
(i)
1 , c

(i)
1 )

(i)

⪰ (T
(i)
2 , c

(i)
2 )

(i)

⪰ · · ·
(i)

⪰ (T(i)
mi

, c(i)mi
)が成り立つ

を満たすとき, T は型 λの半無限ヤング盤であるという. 型 λの半無限ヤング盤全体の集合を

Y
∞
2 (λ) と表す.

2 Y∞
2 (λ)の柏原結晶構造

自由アーベル群
⊕n

i=1 Zxi の部分群Z(x1+x2+ · · ·+xn) による剰余群をP とし, 各 xi (1 ≤ i ≤ n)

を含む剰余類を ϵi ∈ P と表す. また, Zδ を δ で生成される階数 1の自由アーベル群とし, Paf = P ⊕Zδ

とおく. Iaf = {0} ⊔ I とおく. [6, §3.7] に従って, CST(ϖi) (i ∈ I) に P で重み付けられたA
(1)
n−1型柏

原結晶の構造を次のように定める (柏原結晶については [4]を参照せよ). 以下, T ∈ CST(ϖi) とする.

また, 必要に応じて T = {T(1),T(2), . . . ,T(i)} ⊂ {1, 2, . . . , n} という同一視を行う.

• wt(T) =
∑i

s=1 ϵT(s) ∈ P と定める.

• j ∈ I とする. T(s) = j + 1 かつ j /∈ T のとき, ẽjT ∈ CST(ϖi) を (ẽjT)(s) = j かつ

(ẽjT)(u) = T(u) (1 ≤ u ≤ i, u ̸= s) と定める. それ以外の場合には, ẽjT = 0 と定める.

• 1 ∈ T かつ n /∈ T のとき, ẽ0T ∈ CST(ϖi) を (ẽ0T)(i) = n かつ (ẽ0T)(u) = T(u+ 1) (1 ≤ u ≤

i− 1) と定める. それ以外の場合には, ẽ0T = 0 と定める.

• j ∈ I とする. T(s) = j かつ j + 1 /∈ T, のとき, f̃jT ∈ CST(ϖi) を (f̃jT)(s) = j + 1 かつ

(f̃jT)(u) = T(u) (1 ≤ u ≤ i, u ̸= s) と定める. それ以外の場合には, f̃jT = 0 と定める.

• 1 /∈ Tかつn ∈ T,のとき, f̃0T ∈ CST(ϖi)を (f̃0T)(1) = 1かつ (f̃0T)(u) = T(u−1) (2 ≤ u ≤ i)

と定める. それ以外の場合には, f̃0T = 0 と定める.
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• 次のように定める.

εj(T) =

1 if ẽjT ̸= 0,

0 if ẽjT = 0,
φj(T) =

1 if f̃jT ̸= 0,

0 if f̃jT = 0.

定義 2.1. λ =
∑

i∈I miϖi, mi ∈ Z≥0, i ∈ I, とし, N =
∑

i∈I mi とおく. Y
∞
2 (λ) に Paf で重み付け

られた A
(1)
n−1型柏原結晶の構造を次の手順により定める. 以下, T = (T1T2 · · ·TN , (c1, c2, . . . , cN )) ∈

Y
∞
2 (λ), j ∈ Iaf とする.

(1) wt(T) =
∑N

ν=1wt(Tν)−
∑N

ν=1 cνδ ∈ Paf と定める.

(2) T ∈ CST(ϖi) とする. j ∈ I に対して, ϵ(j)(T) ∈ {⊕,⊖, •} を次で定義する.

ϵ(j)(T) =


⊕ j ∈ T かつ j + 1 /∈ T のとき,

⊖ j /∈ T かつ j + 1 ∈ T のとき,

• その他の場合.

同様に, ϵ(0)(T) ∈ {⊕,⊖, •} を次で定義する.

ϵ(0)(T) =


⊕ n ∈ T かつ 1 /∈ T のとき,

⊖ n /∈ T かつ 1 ∈ T のとき,

• その他の場合.

(3) 列
(
ϵ(j)(T1), . . . , ϵ

(j)(TN )
)
において, ν < ν ′, ϵ(j)(Tν) = ⊕, ϵ(j)(Tν′) = ⊖, かつ ϵ(j)(Tµ) = •

(ν < µ < ν ′) を満たす組
(
ϵ(j)(Tν), ϵ

(j)(Tν′)
)
= (⊕,⊖) を (•, •) に置き換える操作を可能な限

り繰り返す. 最終的に得られる列を ϵ(j)(T) ∈ {⊕,⊖, •}N とする.

(4) εj(T) は ϵ(j)(T) に現れる⊖ の個数として定め, φj(T) は ϵ(j)(T) に現れる⊕ の個数として定

める.

(5) ϵ(j)(T) の中に⊖ が存在しないとき, ẽjT = 0 と定める. ϵ(j)(T) の中に⊖ が存在し, 最も右の

⊖ が ν番目の位置であるとき,

ẽjT = (T1 · · ·Tν−1 (ẽjTν)Tν+1 · · ·TN , (c1, . . . , cν−1, cν − δj,0, cν+1, . . . , cN ))

と定める.

(6) ϵ(j)(T) の中に⊕ が存在しないとき, f̃jT = 0 と定める. ϵ(j)(T) の中に⊕ が存在し, 最も左の

⊕ が ν番目の位置であるとき,

f̃jT =
(
T1 · · ·Tν−1 (f̃jTν)Tν+1 · · ·TN , (c1, . . . , cν−1, cν + δj,0, cν+1, . . . , cN )

)
.

と定める.
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3 主結果

主結果を述べるために, 端ウェイト加群とその結晶基底について簡単に説明する.

g を対称化可能なカッツ・ムーディ・リー環とし, W = ⟨ri | i ∈ I⟩を gのワイル群とする. Uq(g) を

gに付随する量子群とし, そのシュバレイ生成元を ei, fi, q
±hi (i ∈ I) とする.

Λ を g の整ウェイト, すなわち Λ(hi) ∈ Z (i ∈ I) を満たす
⊕

i∈I Chi 上の線型関数とする. 可積分

Uq(g)加群M のベクトル u ∈ M が端ウェイト Λの端ウェイト・ベクトルであるとは, ある uw ∈ M

(w ∈ W)が存在して, 次の条件を満たすことである.

• 単位元 e ∈ W に対して, ue = uである.

• 各 w ∈ W に対して, uw のウェイトは wΛ である.

• 各 w ∈ W, i ∈ I に対して, wΛ(hi) ∈ Z≥0 であるならば, eiuw = 0 かつ f
(wΛ(hi))
i uw = uriw で

ある.

• 各 w ∈ W, i ∈ I に対して, wΛ(hi) ∈ Z≤0 であるならば, fiuw = 0 かつ e
(−wΛ(hi))
i uw = uriw で

ある.

ただし, k ∈ Z≥0 に対して, f
(k)
i と e

(k)
i とは, それぞれ fk

i と eki とを「k!の q類似」で割ったものを

表す.

g の整ウェイト Λ に付随する Uq(g) 上の端ウェイト加群 V (Λ) とは, ベクトル uΛ で生成される可

積分 Uq(g)加群であり, 次の性質を満たすものとして定義される.

任意の可積分Uq(g)加群M とその任意の端ウェイトΛの端ウェイト・ベクトル u ∈M と

に対して, uΛ を u に送るようなUq(g)加群の準同型写像 V (Λ)→M が一意的に存在する.

[3, Proposition 8.2.2] により, 全ての整ウェイトΛ に対して, V (Λ) は存在し, さらに V (Λ) は結晶基底

B(Λ) をもつ. Λ が優整ウェイトであるならば, V (Λ) は既約な可積分最高ウェイト加群であり, V (−Λ)

は既約な可積分最低ウェイト加群である. 端ウェイト加群の詳細については [1, 3, 5] を参照せよ.

g がA
(1)
n−1型であるとする (I = Iaf と考える). このとき,

ϖi(hj) =

δij j ∈ I のとき,

−1 j = 0 のとき,

により ϖi を i 番目のレベル・ゼロ基本ウェイトと同一視する. すると, 任意の λ =
∑

i∈I miϖi,

mi ∈ Z≥0, i ∈ I, に対して, 端ウェイト加群 V (λ) 及びその結晶基底 B(λ) が定まる. V (λ) は最高ウェ

イト加群でも最低ウェイト加群でもない. また, V (λ) は直既約加群ではあるが, (半)単純加群である

とは限らない.

定理 3.1. 上の状況で, Y
∞
2 (λ) とB(λ) とはPaf で重み付けられたA

(1)
n−1型柏原結晶として同型である.
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この定理は, 次の 2つの結果を組み合わせることによって証明される.

• 半無限ラクシュミバイ・セシャドゥリ・パス ([2, Definition 3.1.2])に対する標準単項式理論.

• アフィン・ワイル群の半無限ブリュア半順序に対する盤判定法.

半無限ラクシュミバイ・セシャドゥリ・パス及びその標準単項式理論の説明は本稿では省略し, 以下

では半無限ブリュア半順序の盤判定法について述べる.

W = ⟨ri = (i i + 1) | i ∈ I⟩ を n次対称群 (すなわち An−1 型ワイル群)とする. W は
⊕n

i=1 Zxi

に添字 1 ≤ i ≤ n の置換として作用する. この作用は, W の P への作用を誘導する. 部分加群 Q =∑
i∈I Z(ϵi−ϵi+1) ⊂ P はこの作用で閉じている. そこで, Waf = W ⋉Qと定める. 群WafをW に付随

するアフィン・ワイル群 (すわなちA
(1)
n−1型ワイル群)という (上の記号で, Waf =W = ⟨ri | i ∈ I = Iaf⟩

と考える). W もWaf もコクセター群であるので, ブリュア半順序と呼ばれる半順序構造を持つが, 上

記の端ウェイト加群の性質を記述する際には, 次に述べる半無限ブリュア半順序 ([2, Definition 2.4.2])

が重要な役割を果たす.

半無限ブリュア半順序の定義を述べるために, いくつかの準備を行う.

w ∈W に対して,

ℓ(w) = min{l ∈ Z≥0 | w = ri1ri2 · · · ril , i1, i2, . . . , il ∈ I}

と定義する. また, ξ ∈ Q を αi = ϵi − ϵi+1 (i ∈ I) の線型結合として表したときの係数の総和を

ht(ξ) ∈ Z とする. このとき, x = (w, ξ) ∈Waf に対して,

ℓ
∞
2 (x) = ℓ(w) + 2× ht(ξ)

と定義する.

ある ri (i ∈ Iaf) と共役である Waf の元を鏡映と呼ぶ. x ∈ Waf と鏡映 s ∈ Waf とに対して,

ℓ
∞
2 (sx) = ℓ

∞
2 (x) + 1 が成り立つとき, sx← x と定義する. Waf におけるこの 2項関係←の推移的閉

包として, Waf 上の半無限ブリュア半順序⪰を定める. すなわち, x← · · · ← y という列が存在すると

き, x ⪰ yと定める.

次に, 各 i ∈ I に対して,

W(i),af = ⟨rj | j ∈ I \ {i}⟩⋉
∑

j∈I\{i}

Zαi

というWaf の部分群を考える. 剰余群Waf/W(i),af は, 各剰余類の中で (通常の)ブリュア半順序に関

して最小な代表元からなる完全代表系W
(i)
af をもつ. それは次のような形に記述される.

W
(i)
af = {(wzc, cα+ ϕ(c)) ∈Waf | w ∈W (i), c ∈ Z}.
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ただし,

W (i) = {w ∈W | w(1) < w(2) < · · · < w(i) かつ w(i+ 1) < w(i+ 2) < · · · < w(n)}

かつ (zc, ϕ(c)) ∈ W(i),af であり, zcと ϕ(c)とは各 c ∈ Zに対して具体的に求めることができる. 自然

な射影をΠ(i) : Waf →W
(i)
af とする. w ∈W (i) に対して, Tw ∈ CST(ϖi) をTw(s) = w(s) (1 ≤ s ≤ i)

と定義する.

x ∈W
(i)
af と鏡映 s ∈Waf とに対して, ℓ

∞
2 (sx) = ℓ

∞
2 (x) + 1 が成り立つとき, sx ∈W

(i)
af となること

が分かる. よって, 上記と同様にして, W
(i)
af における半無限ブリュア半順序

(i)

⪰を定めることができる.

定理 3.2. (1) 写像

Y (i) : W
(i)
af → Y

∞
2 (ϖi), (wzc, cα+ ϕ(c)) 7→ (Tw, c),

は well-definedであり, かつ全単射である.

(2) x, y ∈W
(i)
af に対して, x

(i)

⪰ y であることと Y (i)(x)
(i)

⪰ Y (i)(y) であることとは同値である.

(3) x, y ∈Waf に対して, 次の 3条件は互いに同値である.

(i) x ⪰ y.

(ii) 各 i ∈ I に対して, Π(i)(x)
(i)

⪰ Π(i)(y) が成り立つ.

(iii) 各 i ∈ I に対して, (Y (i) ◦Π(i))(x)
(i)

⪰ (Y (i) ◦Π(i))(y) が成り立つ.
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