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概 要
n頂点ラベル付き木の個数は，ケイリーの公式より nn−2 で与えられる．また，n頂点ラベ

ル付き根付き木の個数は，根の取り方が頂点の個数分あることから nn−1 と導ける．しかし，ラ
ベルが付いていない場合，根の有無にかかわらず木の個数を与える明示公式は得られていない．
今回は，ある条件を満たす根付き木の個数を与える明示公式を Young tableauの数え上げを用
いて求める．

1 定義

G = (V,E)を根付き木とする. 頂点 v ∈ V の深さとは, 根から vへ至るまでに経由する辺の最小

個数である. Gにおける深さの最大値を hとおき, これを Gの高さと呼ぶ. 頂点 v ∈ V に接続し

ている辺の個数を vの次数といい, 次数が 1の根以外の点を葉という. Gの葉の集合を LGで表す.

Vi = {v ∈ V |v の深さは i}, E(i, i + 1) = {(v, w) ∈ E|v ∈ Vi, w ∈ Vi+1} とおく. 根付き木の数え

上げを行うにあたり, 根付き木の同型を定義する.

定義 1. G = (V,E), G′ = (V ′, E′) をそれぞれ R, R′ を根とする根付き木とする. このとき,

ϕ(R) = R′ かつ {v, w} ∈ E ⇒ {ϕ(v), ϕ(w)} ∈ E′ を満たす全単射写像 ϕ : V → V ′ が存在すると

き, G, G′ は同型であるという.

本稿で数え上げる対象は以下の根付き木である:

定義 2. 高さ hの根付き木G = (V,E)についてLG = Vh であり, かつ, グラフ (Vh−1∪Vh, E(h, h−
1)) 内の任意の 2つの連結成分は互いに非同型であるとき, Gを finely-bounded tree という.

Young tableauを扱うため, 分割の定義を導入する [1].

定義 3. 正整数の非減少列 λ = (λ1, λ2, · · · , λk)を分割といい, その総和が nとなるとき, λは nの

分割といい, λ ⊢ nと書く. kを λの長さという. また, λ ⊢ nは重複度mi = ♯{j|λj = i}を用いて,

(1m1 , 2m2 , · · · , nmn) とも表す. 任意の因子の重複度が 0または 1のとき, その分割は strictであ

るという.

また, 分割の集合 Pm(n), SPm(n)を

Pm(n) = {λ ⊢ n|λの長さはm}, SPm(n) = {λ ∈ Pm(n)|λ : strict}

と定め, さらに λ = (λ1, λ2, · · · ) = (imi)ni=1 ⊢ n に対し,
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とおく.

2 finely-bounded tree とYoung tableauxの対応

G = (V,E)を根付き木とする. Gの部分木 Fh−i, fh−i を以下で定義する:

F0 := (Vh, ϕ),

Fh−i := (Vi ∪ · · · ∪ Vh, E(i, i+ 1) ∪ · · · ∪ E(h− 1, h)) (i = 0, · · · , h− 1),

fh−i := (Vi ∪ Vi+1, E(i, i+ 1)) (i = 0, · · · , h− 1)

以下, finely-bounded treeを Young tableauxに対応させて数え上げを行う. まず (fh−i)
h−1
i=0 を

Young diagramsの列に対応させる. 各部分グラフ fh−iにおいて, Viの点の次数を非増加に並べた数

列を考える. これは#Vi+1の分割で, 特に P#Vi(#Vi+1)の元になっている. ただし, finely-bounded

の定義より, fh に対応する分割は SP#Vh−1
(#Vh)の元であることに注意されたい. その分割に対

する Young diagramをD(h−i) と書く.

次に (Fh−i−1)
h−1
i=0 から Young tableauxの列への対応を唯一つ定めるため, 次の定義を導入する.

定義 4. T を Young tableau, Ti,j を T の i行 j 列目の要素とする. 任意の i, j に対し Ti,j < Ti,j+1

が成り立ち, i, i+ 1行の長さが等しいとき Ti,1 < Ti+1,1 を満たす T を tree tableauと呼ぶ.

fh−i, Fh−i−1 (i = 0, · · · , h − 1)間の隣接関係を tree tableauで表す. すなわち, Fh−i−1 の連結

成分にラベルを付け, Fh−i内 Viの各頂点に隣接している連結成分のラベルをその頂点が対応する

D(h−i)の列に書き込んで tree tableau T (h−i)を作る. ラベルは, 各 Fh−iにおいて 2つの連結成分

が互いに同型ならば同じ数を, 非同型ならば異なる数をそれぞれ付加する. F0の連結成分は明らか

に互いに同型であるから, T (1)の全ての要素は同じ数となる. F1の連結成分は finely-bounded tree

の定義より全て非同型なので, Fh−i (i = 1, 2, · · · , h)の連結成分も全て非同型である. よって, 各

T (h−i) (i = 1, · · · , h− 1)における要素は全て異なる. ただし, tree tableauが表す隣接関係はただ

一つに定まることに注意されたい. よって Gと同様の (#Vi)
h
i=0 を持つ finely-bounded treeの総

数は tree tableauの列 (T (h−i))h−1
i=0 の総数と等しいことがわかる. したがって, 以下の定理が成り

立つ:

定理 1. (ri)
h
i=0 := (#Vi)

h
i=0 が与えられた finely-bounded treeの個数は以下で表される:
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