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概要

１９６６年に伊原康隆先生が伊原ゼータ関数を定義されてから、伊原ゼータ関数は、数

論、代数、ランダムウォーク、組合せ論、グラフ理論、量子グラフ、量子ウォーク、イジング

模型などいろいろな分野において研究されている。 伊原ゼータ関数には４つの表示がある：

オイラー積、指数型母関数、橋本型行列式表示、伊原型行列式表示。伊原先生により発見さ

れた、伊原ゼータ関数の伊原型行列式表示は、その中でも著しい表示であり、極めて多くの

情報を内包している。

今回の発表では、グラフの伊原ゼータ関数とその変形の伊原型行列式表示について述べ、

その観点から、伊原ゼータ関数と量子ウォークの関係を考察する。

　最近、グラフ上の離散時間量子ウォークが、グラフ同型問題に有効であることが判明し、

色々なアプローチがなされている。Emms et al は、グラフ上のGrover walkのGrover(遷

移) 行列、その正台やその 2 乗の正台のスペクトルを決定し、Grover 行列の 3 乗の正台の

スペクトルが、強正則グラフの同型性判定に優れていることを示した。また、Grover 行列

が、グラフの伊原ゼータ関数の橋本型行列式表示に現れる edge marixに深く、関連するこ

とが明らかになった。我々は、それらの特性多項式を、伊原ゼータ関数、第 2種加重ゼータ

関数の伊原形行列式表示を用いて決定し、それらのスペクトルを、直接与える。

1 伊原ゼータ関数の定義

1.1 History

1. 1966 年, Ihara [22]: On discrete subgroups of the two by two projective linear group

over p-adic fields, J. Math. Soc. Japan 18 (1966), 219-235.

伊原先生は PGL(2, F ) (F : p-進体) のある離散群の共役類を数え上げるために、p-進

Selbergゼータ関数 (伊原ーセルバーグゼータ関数 or 伊原ゼータ関数)を定義し、その伊

原型行列式表示 (伊原の定理)を与えた。

2. 1980 年, Serre [35]: Serre は伊原ゼータ関数は正則グラフのゼータ関数であることを

指摘。

3. 1986年, Sunada [38]: 砂田先生は正則グラフに対して、伊原ゼータ関数のグラフ理論的

定義及び、伊原の定理のグラフ理論的証明を与えた。

4. 1990年, Hashimoto [18]: 橋本先生は、一般のグラフに対して、edge matrixを用いた伊

原ゼータ関数の橋本型行列式表示を与えた。

5. 1992年, Bass [4]: Bassは、一般のグラフに対して、伊原ゼータ関数の隣接行列を用いた

伊原型行列式表示を与えた。
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1.2 伊原ゼータ関数のオリジナルの定義

伊原先生は伊原ゼータ関数を、一般的な状況において定義した ([22])。また、伊原先生は

[20,21]において、伊原ゼータ関数を研究されている。

Gを抽象群とする。このとき、x ∈ Gに対して、xの長さ ℓ(x) ∈ Nは次のように定義される:

• (G, ℓ, I): ℓ = 0, 1, 2, . . .について、

Gℓ ̸= ϕ,U = G0 < G(部分群)

かつ　
G−1

ℓ = Gℓ, UGℓU = Gℓ, |U \Gℓ| <∞(ℓ = 0, 1, 2, . . .),

• (G, ℓ, II):
|U \G1| = q + 1

かつ　

1. G2
1 = G2 + (q + 1)U ,

2. G1Gℓ = Gℓ+2 + qGℓ−1(ℓ ≥ 2).

次に、Γは次の条件を満たす Gの部分群とする:

1. (Γ I) Γ is torsion-free and Γ ∩ x−1Ux = {1},∀x ∈ G,

2. (Γ II) |U \G/Γ| <∞.

このとき、Γは有限個の生成元を持つ自由群であることが知られている。

例

G = PGL(2, k) = GL(2, k)/k∗ とする。ここで、k は離散付値局所コンパクト体である。ま

た、O(P)は k の整環 (素イデアル)とする。x ∈ Gについて、次のような行列 (aij)1≤i,j≤2 を

選ぶことができる:　

aij ∈ O and
2∑

i,j=1

aijO = O.

det(aij)O = Pℓ(x).

とおくと、Gと ℓは、q = NP かつ U = PGL(2,O) = GL(2,O)/O∗ のもとで、条件 G, ℓ, I,II

を満たす。

Γの各共役類 {γ} ̸= {1}に対して、

deg{γ} = minx∈Gℓ(x
−1γx) > 0

とおく。非自明な元 γ ̸= 1 ∈ Γ or 非自明な共役類 {γ} ≠ {1}が原始的とは、

CΓ(γ) = ⟨γ⟩ = {x ∈ G | x−1γx = γ}

を満たすことである。ここで、CΓ(γ)は Γにおける γ の中心化群である。

伊原先生は Γの原始的共役類を数え上げた。
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Definition 1（Ihara, 1966） 伊原ゼータ関数は次のように定義される：

ZΓ(u) =
∏
P

(1− udegP )−1.

ここで、P は Γのすべての原始的共役類を亘る。

伊原先生は次の結果を与えた:　

logZΓ(u) =
∑

P,m≥1

um degP

m
=

∞∑
m=1

Nm

m
um, Nm =

∑
degP |m

degP.

伊原先生は、さらに、一般的な状況を考察された ([22]).

ρを標数 0の体上の Γの有限次元の表現とする。また、

χ(γ) = Trρ(γ), γ ∈ Γ

とおく。

Definition 2（Ihara, 1966） 伊原 L-関数は次のように定義される:{
logZΓ(u, χ) =

∑
P,m≥1

χ(Pm)um deg P

m =
∑∞

m=1
Nm,χ

m um

logZΓ(0, χ) = 1.

このとき、伊原 L-関数はオイラー積で表示できる：

ZΓ(u, χ) =
∏
P

det(Id − ρ(P )udegP )−1, d = deg ρ.

今、伊原 L-関数の伊原型行列式表示を述べる。

G =
h∑

i=1

UxiΓ (h = |U \G/Γ), S(ℓ)
ij = x−1

i Gℓxj ∩ Γ, Sij = S
(1)
ij (ℓ ≥ 0; 1 ≤ i, j ≤ h).

とする。このとき、ρが Z(Γ)上の次のような表現に拡張できることが知られている：

ρ(Gℓ) = Aχ
ℓ = (

∑
γ∈S

(ℓ)
ij

ρ(γ))(ℓ ≥ 0).

ここで、
deg ρ = χ(1)h.

伊原 L-関数の伊原型行列式表示は次のように与えられる。

Theorem 1（Ihara, 1966）

ZΓ(u, χ) = (1− u2)−gχ det(Id −Aχ
1u+ qu2)−1. (1)

ここで、gχ = (q − 1)hχ(1)/2かつ d = χ(1)h.

ρ = 1の場合は、

ZΓ(u) = (1− u2)−(q−1)h/2 det(Ih −A1u+ qu2)−1. (2)

ここで、
A1 = (aij) : aij = |x−1

i G1xj ∩ Γ|(1 ≤ i, j ≤ h).
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右辺を伊原型行列式表示という。

G = PGL(2, k), U = PGL(2,O) で、Γ が G のトーションフリーの離散部分群の場合、

T = G/U は (q+1)-正則木、K = Γ \T = Γ \G/U は有限 (q+1)-正則グラフとなる。また、T

は K の universal coveringで、Γ = π1(K)となる。Serreは伊原ゼータ関数 ZΓ(u)が (q + 1)-

正則グラフ K のゼータ関数であることを指摘した。この示唆を受けて、砂田先生は、グラフ理

論の用語を用いて PGL(2, k)に対する伊原ゼータ関数を定義した。次の節において、この定義

を述べる。

1.3 グラフ理論の用語による伊原ゼータ関数の定義

グラフ G = (V,E) を、次のような V と E の対とする。V = V (G) は点の有限集合、

E = E(G) は V の２点 u, v を結ぶ辺 uv = {u, v} の族 (同じものを含む集合)。G の各辺

uv を、(u, v), (v, u) ∈ V × V で置き換えた symmetric digraph を、DG = (V,D(G)) とす

る。(u, v) を arc という。DG の arcs の集合を、D(G) = {(u, v), (v, u)|uv ∈ E(G)} とおく。
e = (u, v) ∈ D(G) について、u, v をそれぞれ、e の始点, 終点といい、u = o(e), v = t(e) と

かく。また、e−1 = (v, u) を e = (u, v) の inverse という。G の path P = (e1, · · · , en) は、
ei ∈ D(G), t(ei) = o(ei+1)(1 ≤ i ≤ n − 1) なる e1, · · · , en の列である。n を P の長さとい

い、|P | = nとかく。o(P ) = o(e1), t(P ) = t(en)とおき、P を (o(P ), t(P ))-pathという。path

P = (e1, · · · , en)の backtrackingとは、e−1
i+1 = ei なる部分をいう。o(e1) = t(en)のとき、path

P = (e1, · · · , en)は cycleという。

２つの cycle C1 = (e1, · · · , en) と C2 = (e′1, · · · , e′n) が同値とは、ある自然数 k について、

e′i = ei+k となることである。ここで、添字は mod nで考える。[C]で C を含む同値類を表す。

cycle B の r乗 Br は、B と同じ向きに、同じ始点から r周してできる cycleである。cycle C が

reducedとは、C と C2 がともに backtrackingをもたないことである。また、cycle C が prime

とは、他の cycle B について C ̸= Br となることである (r ≥ 2)。グラフ Gの prime, reduced

cycleの同値類は、Gのある点 v に対する Gの基本群 π1(G, v)のただ一つの原始的共役類に対

応する。

Definition 3（Sunada, 1986） グラフ Gの伊原ゼータ関数を以下のように定義する:

Z(G, u) = ZG(u) =
∏
[C]

(1− u|C|)−1.

ここで、[C]は Gの prime, reduced cycleの同値類全体を動き、|C|は C の長さである ([38,39]

を見よ)。また、u ∈ Cで、|u|が十分小さいものとする。

4



2 グラフ理論の用語による伊原ゼータ関数の伊原型行列式表示

2.1 伊原の定理

Gを n点 v1, · · · , vn を持つ連結単純グラフとするとき、Gの隣接行列 A(G) = (aij)1≤i,j≤n

を、

aij =

{
1 if vivj ∈ E(G) (or (vi, vj) ∈ D(G)),
0 otherwise,

点 vi の次数を、degGvi = |{vj | vivj ∈ E(G)}|と定義する。Gの各点 v について、degGv =

k(一定) のとき、G を k-正則グラフという。自然数 r ∈ N について、Nr を G の長さ r の

reduced cyclesの個数とする。

Theorem 2（Ihara, 1966） Gを n点、m辺をもつ連結 (q + 1)-正則グラフとするとき、Gの伊

原ゼータ関数は次のように与えられる:

ZG(u) = (1− u2)−(m−n) det(In −A(G)u+ qu2In)
−1 (3)

　 = exp(
∑
k≥1

Nk

k
uk). (4)

(3)の右辺は伊原ゼータ関数の伊原型行列式表示のグラフ版である。また、(4)は伊原ゼータ

関数の指数型母関数である。

例

Let G = K3 を３点 v, w, z を持つ完全グラフ (or 三角形) とし、e = (v, w), f = (w, z),

g = (z, v)とおく。このとき、Gは 2-正則グラフであり、Gのすべての prime, reduced cycles

の同値類は [C], [C−1]である。ここで、C = (e, f, g), C−1 = (e−1, g−1, f−1). 伊原ゼータ関数

の定義により、
Z(G, u)−1 = (1− u|C|)(1− u|C

−1|) = (1− u3)2.

また、

A(G) =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0


かつ、m = n = 3, q = 1. 伊原の定理より、

Z(G, u)−1 = (1− u2)3−3 det(I3 − uA(G) + u2I3)

= det

 1 + u2 −u −u
−u 1 + u2 −u
−u −u 1 + u2


= (1 + u2)3 − 2u3 − 3u2(1 + u2) = (1− u3)2.

exp(
∑
k≥1

Nk

k
uk) = (1− u3)−2
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によって、

∑
k≥1

Nk

k
uk = log(1− u3)−2 = 2(u3 +

u6

2
+
u9

3
+ · · · ) = 6

3
u3 +

6

6
u6 +

6

9
u9 + · · · .

これから、
N3 = N6 = N9 = . . . = 6, Nk = 0(k ̸≡ 0 mod 3).

次に、正則グラフ Gの伊原ゼータ関数の性質を述べる。

I. 有理性

定理２より、伊原ゼータ関数 Z(G, u)はある多項式の逆数である。

II. 関数等式 ([37,40]).

ΛG(u) = (1− u2)n/2+r−1(1− q2u2)n/2Z(G, u)

とおく。ここで、n = |V (G)|, m = |E(G)|, r = m− n+ 1. このとき、

ΛG(u) = (−1)nΛG(
1

qu
).

III. リーマン予想の類似 ([28,29]).

G を (q + 1)-正則グラフとする。リーマン予想の類似 s = σ + it, Z(G, q−s) = 0 and

Re(s) ∈ (0, 1)ならば、

Re(s) =
1

2
.

Gがリーマン予想の類似を満たすことと、Gがラマヌジャングラフであることは同値であるこ

とが知られている。ここで、(q + 1)-正則グラフ Gがラマヌジャンであるとは、Gが次の条件を

満たすことである: A(G)の各固有値 λについて、

λ ̸= ±(q + 1) ⇒ |λ| ≤ 2
√
q

2.2 一般グラフに対する伊原ゼータ関数の行列式表示

Gを n点、m辺を持つ連結単純グラフとするとき、次数行列 D = (duv)は次のような n× n

対角行列である:

duv =

{
deg u if u = v,
0 otherwise,

また、２つの 2m×2m行列B = B(G) = ((B)e,f )e,f∈D(G) と J0 = J0(G) = ((J0)e,f )e,f∈D(G)

は次のように与えられる:

(B)e,f =

{
1 if t(e) = o(f),
0 otherwise,

(J0)e,f =

{
1 if f = e−1,
0 otherwise.

このとき、B− J0 を Gの edge matrixという。

一般グラフに対する伊原ゼータ関数の行列式表示のグラフ版は次のように与えられる ([4,18]).
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Theorem 3（Hashimoto; Bass） 連結グラフ Gについて、

ZG(u)
−1 = det(I2m − u(B− J0))

= (1− u2)m−n det(In − uA(G) + u2(D− In)) = exp(−
∑

k≥1
Nk

k u
k).

ここで、m = |E(G)|, n = |V (G)|で、Nk は Gの長さ k の reduced cyclesの個数である。

最初の公式を橋本型行列式表示、２番目の公式を伊原型行列式表示という。

例

Gを４点 v, w, x, y と５辺 vw, vx, vy, wx, xy を持つ連結グラフとする。このとき、

A(G) =


0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0

 ,D =


3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2

 .
Gは無限個の prime, reduced cyclesの同値類を持つので、伊原ゼータ関数の定義より、Gの

伊原ゼータ関数の明示式を求めることはできない。

定理３より、

Z(G, u)−1 = (1− u2)5−4 det(I4 − uA(G) + u2(D− I4)

= det


1 + 2u2 −u −u −u
−u 1 + u2 −u 0
−u −u 1 + 2u2 −u
−u 0 −u 1 + u2


= (1− u2)(1− u)(1 + u2)(1 + u+ 2u2)(1− u2 − 2u3).

また、 ∑
k≥1

Nk

k
uk = 4u3 + 2u4 + 4u6 + 4u7 + · · · .

これから、
N3 = 12, N4 = 8, N5 = 0, N6 = 24, N7 = 28, . . . .

3 伊原ゼータ関数の一般化としての第２種加重ゼータ関数の定義

3.1 第２種加重ゼータ関数の定義

Gを n点、m辺を持つ連結単純グラフとするとき、n× n行列W(G) = (wuv)は次のように

定義される:　

wuv =

{
nonzero complex number if (u, v) ∈ D(G),
0 otherwise.

W(G) は G の weighted matrix という。w(u, v) = wuv, u, v ∈ V (G), w(e) = wuv, e =

(u, v) ∈ D(G)とおく。
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また、新たな関数 w̃ : D′G)×D(G) −→ Cを次のように定義する:

w̃(e, f) =

 w(f) if t(e) = o(f) and f ̸= e−1,
w(f)− 1 if f = e−1,
0 otherwise.

このとき、cycle C = (e1, e2, . . . , er)について、

wC = w̃(e1, e2)w̃(e2, e3) · · · w̃(er−1, er)w̃(er, e1).

とおく。

Definition 4（Sato, 2007） グラフ Gの第２加重ゼータ関数は次のように定義される:

Z1(G,w, u) =
∏
[C]

(1− wCu
|C|)−1.

ここで、[C]は Gの prime cyclesの同値類を亘る ([33]).

w = 1, i.e., w(e) = 1, ∀e ∈ D(G)ならば、第２加重ゼータ関数は伊原ゼータ関数に等しい:

Z1(G,w, u) = Z(G, u).

何故ならば、cycle C が backtrackingを含むならば、wC = 0.

3.2 第２種加重ゼータ関数の伊原型行列式表示

第 2種加重ゼータ関数の伊原型行列式表示は次のように与えられる ([33]):

Theorem 4（Sato, 2007） G を n 点、m 辺を持つ連結単純グラフ、W(G) を G の weighted

matrixとする。このとき、Gの第２種加重ゼータ関数の逆数:

Z1(G,w, u)
−1 = (1− u2)m−n det(In − uW(G) + u2(Dw − In)).

ここで、Dw = (duv)は次のような n× n対角行列である:

duu =
∑

o(e)=u

w(e).

例

G = K3 を３点 v, w, z をもつ完全グラフ、

W(G) =

 0 a b
c 0 d
p q 0


とする。
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Gに無限個の prime cyclesの同値類が存在するので、第２種加重ゼータ関数の定義を用いて、

Gの第２種加重ゼータ関数の明示式を求めることはできない。定理４より、

Z1(G,w, u)
−1 = (1− u2)3−3 det(I3 − uW(G) + u2(Dw − I3)

= det

 1 + (a+ b− 1)u2 −au −bu
−cu 1 + (c+ d− 1)u2 −du
−pu −qu 1 + (p+ q − 1)u2


= 1 + (α+ β + γ − bp− ac− dq)u2 − (adp+ bcq)u3

+ (αβ + βγ + γα− bpβ − acγ − dqα)u4 + αβγu6.

ここで、α = a+ b− 1, β = c+ d− 1, γ = p+ q − 1とする。

次に注意を述べる。

[33] において、第２種加重ゼータ関数の橋本型行列式表示を与えた。G を n 点、m 辺を

持つ連結単純グラフ、W(G) を G の weighted matrix とする。このとき、2m × 2m 行列

Bw = Bw(G) = (B
(w)
e,f )e,f∈D(G) を次のように与える:　

B
(w)
e,f =

{
w(f) if t(e) = o(f),
0 otherwise.

このとき、

Theorem 5（Sato, 2007） G を n 点、m 辺を持つ連結単純グラフ、W(G) を G の weighted

matrixとする。このとき、Gの第２種加重ゼータ関数の橋本型行列式表示:

Z1(G,w, u)
−1 = det(I2m − u(Bw − J0)).

4 グラフ同型問題から見た Emms et alの結果

4.1 量子ウォークの歴史的背景

量子ウォークは次の 3つの分野から導入された:

1. 量子確率論 : 1988年, Gudder [16];

2. 量子セルオートマトン : 1996年, Meyer [30];

3. 量子コンピュター :

2000年, Nayak and Vishwanath [31] ;

2001年, Ambainis, Bach, Nayak, Vishwanath and Watrous [2];

2001年, Aharonov, Ambainis, Kempe and Vazirani [1].

上記の文献において、離散時間量子ウォークが導入され、その性質が研究された。

2002年、Childs, Farhi and Gutmann [5]は連続時間量子ウォークを定義した。

同じく、2002年、今野先生 [23]は Z上の２状態量子ウォークの極限定理を与えた。今野分布
は正規分布とかなり、異なっている。

次に、量子ウォークに関連するグラフ同型問題の歴史的背景を述べる。
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1. 2006 年、Emms, Hancock, Severini and Wilson [9] はグラフの Grover(遷移) 行列

(Groverウォークの時間発展行列)とその正台 etc のスペクトルを与え、強正則グラフの

グラフ同型問題についての予想を提示した。

2. 2008年、Emms [8]は Grover行列を使って、グラフ上の離散時間量子ウォーク (Grover

ウォーク)を定義した。

3. 2011年、Ren, Aleksic, Emms, Wilson and Hancock [32]は、Grover行列の正台の転置

が伊原ゼータ関数の橋本型行列式表示に現れる edge matrixに等しいことを示した。

4. 2012年、Konno and Sato [25]は、伊原ゼータ関数と第２種加重ゼータ関数の伊原型行

列式表示を用いて、グラフの Grover行列とその正台の特性多項式の明示公式を与え、直

截的に、それらのスペクトルを得た。

4.2 今野分布

Z上の２状態量子ウォーク、即ち、粒子が各時間に、右左に１だけ移動する離散時間量子ウォー
クを考える ([24]を見よ)。　

各 k ∈ Zについて、状態

ψk =

[
αk

βk

]
∈ C2.

を考える。これは粒子の”内部状態”を考えられる。ここで、

∞∑
k=−∞

||ψk||2 =
∞∑

k=−∞

(|αk|2 + |βk|2) = 1

このとき、ψk と αk, βk を、それぞれ、k の量子ビット、確率振幅という。

次に、ユニタリ行列

U =

[
a b
c d

]
を考える。このとき、|a|2 + |b|2 = |b|2 + |c|2 = 1, b̄+ cd̄ = 0, c = −∆b̄, d = ∆ā(∆ = ad− bc).

Z上のランダムウォークの確率 p,q の類似として、

P =

[
a b
0 0

]
,Q =

[
0 0
c d

]
.

を考えると、U = P+Qが 1 = p+ q に対応する。P,Qは p, q の非可環版である。

また、

ψn
k =

[
αn
k

βn
k

]
を、時刻 n(n = 1, 2, . . .)における場所 k(k = 0,±1,±2, . . .)の量子ビットとする。このとき、Z
上の量子ウォークの時間発展は次のように与えられる:

ψn
k = Pψn−1

k+1 +Qψn−1
k−1 .

簡単のために、初期量子ビット (n = 0)は次のように与える:

ψ0
0 = ϕ =

[
α
β

]
∈ C2, ψ0

k =

[
0
0

]
(k ̸= 0).
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ここで、||ϕ||2 = |α|2 + |β|2 = 1. n = 0 で量子ビット ϕ を伴って、Z の原点を出発する量子
ウォークを考える。

n = 1の場合、

ψ1
1 = Pψ0

2 +Qψ0
0 =

[
a b
0 0

] [
0
0

]
+

[
0 0
c d

] [
α
β

]
=

[
0

cα+ dβ

]
,

ψ1
−1 = Pψ0

0 +Qψ0
−2 =

[
a b
0 0

] [
α
β

]
+

[
0 0
c d

] [
0
0

]
=

[
aα+ bβ

0

]
.

k ̸= ±1ならば、k ± 1 ̸= 0より、

ψ1
k = Pψ0

k+1 +Qψ0
k−1 =

[
a b
0 0

] [
0
0

]
+

[
0 0
c d

] [
0
0

]
=

[
0
0

]
.

n = 2の場合、

ψ2
0 = Pψ1

1 +Qψ1
−1 =

[
a b
0 0

] [
0

cα+ dβ

]
+

[
0 0
c d

] [
aα+ bβ

0

]
=

[
b(cα+ dβ)
c(aα+ bβ)

]
.

同様に、

ψ2
2 =

[
0

d(aα+ bβ)

]
, ψ2

−2 =

[
a(cα+ dβ)

0

]
.

k ̸= 0,±2ならば、k ± 1 ̸= ±1より、

ψ2
k =

[
0
0

]
.

今、Xn を時刻 nの量子ウォークとする。このとき、時刻 nで場所 kに粒子が存在する確率を

次のように与える:
P (Xn = k) = ||ψn

k ||2 = |αn
k |2 + |βn

k |2.

例 (アダマールウォーク)

U =
1√
2

[
1 1
1 1

]
,

[
α
β

]
=

1√
2

[
1
i

]
のとき、この量子ウォークをアダマールウォークという。このとき、確率は次のようになる：

n/k -2 -1 0 1 2 計

0 0 0 1 0 0 1

1 0 1/2 0 1/2 0 1

2 1/4 0 1/2 0 1/4 1

一般に、Konno [23]は、Z上の２状態量子ウォークに対して、n→ ∞に関する弱収束定理を
導いた。

Theorem 6（Konno） [
α
β

]
(|α|2 + |β|2 = 1)
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とする。n = 0で上記の量子ビット ϕにより、Zの原点を出発する量子ウォークに対して、

Xn

n
−→ Z (n→ ∞) (弱収束),

即ち、

lim
n→∞

P (u ≤ Xn

n
≤ v) =

∫ v

u

√
1− |a|2

π(1− z2)
√
|a|2 − z2

{1− (|α|2 − |β|2 + aαb̄β̄ + āᾱbβ

|a|2
z}dz.

例 (アダマールウォーク) アダマールウォークにおいて、

lim
n→∞

P (u ≤ Xn

n
≤ v) =

∫ v

u

1

π(1− z2)
√
1− z2

dz.

4.3 グラフ上の離散時間量子ウォーク

G を m 辺の連結グラフとする。このとき、Emms [8] に沿って D(G) 上の離散時間 Grover

ウォークを述べる。

各 arc e = (u, v) ∈ D(G) について、ヒルベルト空間 C2m の正規直交底となるような pure

state x⃗e = x⃗uv を考える。　 arc (u, v)から arc (w, x)への遷移は、v = wのときのみ生ずると

する。量子ウォークの状態は次のように定義する:

ψ =
∑

(u,v)∈D(G)

αuvx⃗uv, αuv ∈ C.

arc (u, v)に粒子が存在する確率は次のように与えられる:

P (x⃗e) = αuvαuv.

ここで、 ∑
(u,v)∈D(G)

αuvαuv = 1.

古典的離散時間ランダムウォークにおいて、状態 ψt+1, ψt の関係は、ユニタリ行列 U を通

して、
ψt+1 = Uψt

のように与えられる。同様にして、D(G)上の時間発展を、Grover 行列 U = (U(w,x),(u,v))を

用いて、定義する ([15]):

U(w,x),(u,v) =

 2/deg v if v = w, x ̸= u,
2/deg v − 1 if v = w, x = u,
0 otherwise

この量子ウォークを G上の (離散時間)Groverウォークという。Grover 行列はユニタリ行列で

ある。

例
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Gを V (G) = {u, v, w, x}、D(G) = {(u, v), (v, u), (v, w), (w, v), (v, x), (x, v)}なるグラフと
する。また、D(G)の arcsの順序を次のように与える: (u, v), (v, u), (w, v), (v, w), (x, v), (v, x).

このとき、Grover行列Uは、

U =


0 1 0 0 0 0

−1/3 0 2/3 0 2/3 0
0 0 0 1 0 0
2/3 0 −1/3 0 2/3 0
0 0 0 0 0 1
2/3 0 2/3 0 −1/3 0


となる。

ψt = ax⃗uv − bx⃗wv (a2 + b2 = 1) ならば、ψt+1 = Uψt = aUx⃗uv − bUx⃗wv. x⃗uv =
t(100000),x⃗wv = t(001000)より、

ψt+1 = at(0 − 1/3 0 2/3 0 2/3)− bt(0 2/3 0 − 1/3 0 2/3)

= (−1/3a− 2/3)x⃗vu + (2/3a+ 1/3b)x⃗vw + 2/3(a− b)x⃗vx.

ここで、(−1/3a− 2/3)2 + (2/3a+ 1/3b)2 + 4/9(a− b)2 = a2 + b2 = 1.

4.4 グラフ同型問題についての予想

２つのグラフ G,H が同型 (G ∼= H)とは、uv ∈ E(G ⇔ f(u)f(v) ∈ E(H)を満たす全単射

f : V (G) −→ V (H)存在することである。このとき、グラフ同型問題は次のように与えられる:

Problem 1 ２つのグラフ Gと H に対して、G ∼= H かどうかを決定せよ。?

グラフ同型問題は大変、難しいことがわかっている。また、次のような問題もある。

Problem 2 ２つのグラフ GとH に対して、G ∼= H ⇔ f(G) = f(H)を満たすようなグラフの

不変量 f(G)は存在するか。

今まで、そのような不変量は見つかっていない。

グラフ Gの特性多項式 Φ(G;λ) = det(λI−A(G))は、問題２の不変量ではない。Φ(G;λ) =

Φ(H;λ)かつ G ̸∼= H なるグラフ G,H が存在することが知られている ([3]). また、グラフの伊

原ゼータ関数も、問題２の不変量ではない。Z(G, u) = Z(H;u)かつ G ̸∼= H なるグラフ G,H

が存在することが知られている ([6]).

量子ウォークを通して、グラフ同型の決定アルゴリズムや、グラフ同型問題に対する新しい問

題にアプローチが、Shiau, Joynt and Coopersmith [36], Emms, Severini, Wilson,and Hancock

[10], Douglas and Wang [7], Gamble, Friesen, Zhou, Joynt and Coopersmith [11]によって、

提案されている。さらに、Emms, Hancock, Severini and Wilson [9]は、問題２を部分的に肯

定する予想を提出した。

実正方行列A = (aij)について、Aの正台 A+ = (a+ij)は次のように定義される:

a+ij =

{
1 if aij > 0,
0 otherwise.

このとき、
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Conjecture 1（Emms, Hancock, Severini and Wilson, 2006） G,H を同じパラメータを持つ、

強正則グラフとするとき、

G ∼= H ⇔ Spec((U(G)3)+) = Spec((U(H)3)+).

ここで、Spec(F)は正方行列 Fのスペクトル (固有値)全体、U(G)はGの Grover行列である。

グラフ Gがパラメータ n, k, λ, µを持つ強正則グラフ or (n, k, λ, µ)-グラフとは、次の４つの

条件を満たすことである ([14]):

1. |V (G)| = n；

2. Gの各点 v について、deg v = k；

3. どの隣接する２点 u, v も λ個の共通の点に隣接する；

4. どの隣接しない２点 x, y も µ個の共通の点に隣接する。 　

(n, k, λ, µ)-グラフは k-正則グラフである。例えば、完全２部グラフKn,n は (2n, n, 0, n)-グラ

フである。

上の予想は正則グラフに対しては成り立たない。G ̸∼= H かつ Spec((U(G)3)+) =

Spec((U(H)3)+)を満たす、14点の 4－正則グラフ G,H が存在する ([9])。

コンピュターを使って、Emms et al [10] はある強正則グラフについて成立することを示し

た。もし、予想が成立すれば、グラフの小さな族 (無限集合?) において、Spec((U(G)3)+) or

Φ((U(G)3)+;λ)は、問題２の不変量となる。

5 Konno-Satoの定理

5.1 Konno-Satoの定理

グラフの Grover行列の特性多項式について、明示公式を与える ([25]).

Gを n点、m辺を持つ連結グラフとする。このとき、n × n行列 T(G) = (Tuv)u,v∈V (G) を

次のように定義する:

Tuv =

{
1/(deg u) if (u, v) ∈ D(G),
0 otherwise.

行列 T(G)は G上の単純ランダムウォークの遷移行列である。

このとき、

Theorem 7（Konno and Sato, 2012） Gを n点 v1, . . . , vn、m辺を持つ連結グラフとする。こ

のとき、Gの Grover行列Uの特性多項式：

det(λI2m −U) = (λ2 − 1)m−n det((λ2 + 1)In − 2λT(G)) (5)

=
(λ2 − 1)m−n det((λ2 + 1)D− 2λA(G))

dv1 · · · dvn
. (6)

証明. 定理 4による。Q.E.D.

定理 7.(5)より、T(G)のスペクトルを用いて、Grover行列Uのスペクトルを表示する ([9])。
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Corollary 1（Emms, Hancock, Severini and Wilson, 2006） G を n 点、m 辺を持つ連結グラフ

とする。このとき、Grover行列Uのスペクトルは次のように与えられる:

1. 2n個の固有値:

λ = λT ± i
√

1− λ2T .

ここで、λT は T(G)の固有値である;

2. 2(m− n)個の固有値: ±1(同じ多重度).

Proof. 定理 7.(5)より、

det(λI2m −U) = (λ2 − 1)m−n
∏

λT∈Spec(T(G))

(λ2 + 1− 2λTλ).

λ2 + 1− 2λTλ = 0を解くと、

λ = λT ± i
√

1− λ2T ,

を得る。Q.E.D.

定理 7.(6)より、正則グラフについて次の結果を得る (c.f., [9]).

Corollary 2（Emms, Hancock, Severini and Wilson, 2006） Gを n点、m辺を持つ連結 k-正則

グラフとする。このとき、Grover行列Uのスペクトルは次のように与えられる:

1. 2nの固有値:

λ =
λA ± i

√
k2 − λ2A
k

.

ここで、λA は Gの隣接行列A(G)の固有値;

2. 2(m− n)個の固有値: ±1(同じ多重度).

Proof. 先ず、D = kIn. 定理 7.(5)より、

det(λI2m −U) =
(λ2 − 1)m−n

dv1 · · · dvn

∏
λA∈Spec(A(G))

(kλ2 + k − 2λAλ).

kλ2 + k − 2λAλ = 0を解いて、

λ =
λA ± i

√
k2 − λ2A
k

,

が出る。Q.E.D.

5.2 Grover行列の正台

先ず、伊原ゼータ関数と Grover行列の関係を述べる ([32]).

Theorem 8（Ren, Aleksic, Emms, Wilson and Hancock） Gを n点、m辺を持つ連結グラフと

する。Gの最小次数 δ(G)は 2以上と仮定。このとき、Gの Grover行列Uの正台の転置は、G

の伊原ゼータ関数に対する、橋本型行列式表示に出てくる edge matrixに等しい：　

B− J0 = (tU)+.
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定理 3,8より、グラフの Grover行列の正台U+ の特性多項式を得る。

Theorem 9 Gを n点、m辺を持つ連結グラフとする。Gの最小次数 δ(G)は 2以上と仮定。こ

のとき、Gの Grover行列の正台U+ の特性多項式:

det(λI2m −U+) = (λ2 − 1)m−n det((λ2 − 1)In − λA(G) +D).

Proof. 定理 3,8より、

det(I2m − uU+) = det(I2m − u(tB− tJ0))

= det(I2m − u(B− J0))

= (1− u2)m−n det(In − uA(G) + u2(D− In)).

今、u = 1/λとおくと、

det

(
I2m − 1

λ
U+

)
=

(
1− 1

λ2

)m−n

det

(
In − 1

λ
A(G) +

1

λ2
(D− In)

)
.

これから、
det(λI2m −U+) = (λ2 − 1)m−n det((λ2 − 1)In − λA(G) +D).

Q.E.D.

定理 9より、正則グラフの Grover行列の正台U+ のスペクトルを、隣接行列A(G)のスペク

トルで表す (c.f., [9])。

Corollary 3（Emms, Hancock, Severini and Wilson, 2006） Gを n点、m辺を持つ連結 k-正則

グラフとする。このとき、Grover行列Uの正台U+ のスペクトルは次のように与えられる：

1. 2nの固有値:

λ =
λA
2

± i
√
k − 1− λ2A/4.

ここで、λA は Gの隣接行列A(G)の固有値;

2. 2(m− n)個の固有値: ±1(同じ多重度).

Proof. 定理 9より、

det(λI2m −U+) = (λ2 − 1)m−n det((λ2 + k − 1)In − λA(G))

= (λ2 − 1)m−n
∏

λA∈Spec(A(G))(λ
2 + k − 1− λAλ).

λ2 + k − 1− λAλ = 0を解くと、

λ =
λA
2

± i
√
k − 1− λ2A/4.

Q.E.D.
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5.3 Grover行列の 2乗の正台

先ず、グラフの Grover行列Uの 2乗の正台 (U2)+ の構造定理を述べる ([12])。

Theorem 10（Godsil and Guo, 2011） Gをm辺を持つ連結 k-正則グラフとし、k > 2と仮定。

このとき、
(U2)+ = (U+)2 + I2m.

定理 9,10より、グラフの Grover行列の 2乗の正台 (U2)+ の特性多項式を得る ([19])。

Theorem 11（Higuchi, Konno, Sato and Segawa, 2013） Gを n点、m辺を持つ連結 k-正則グ

ラフとすし、k > 2と仮定。このとき、グラフのGrover行列の 2乗の正台 (U2)+ の特性多項式:

det(λI2m − (U2)+) = (λ− 2)2m−2n det((k − 2 + λ)2In − (λ− 1)A(G)2).

定理 11より、正則グラフ Gの Grover行列の 2乗の正台 (U2)+ のスペクトルを、隣接行列

A(G)のスペクトルで表す (c.f., [9])。

Corollary 4（Emms, Hancock, Severini and Wilson, 2006） Gを n点、m辺を持つ連結 k-正則

グラフとし、k > 2と仮定。このとき、Grover行列 Uの 2乗の正台 (U2)+ のスペクトルは次

のように与えられる：

1. 2nの固有値:

λ =
λ2A − 2k + 4

2
± iλA

√
4k − 4− λ2A

2
.

ここで、λA は Gの隣接行列A(G)の固有値;

2. 2(m− n)の固有値: 2.

Proof. 定理 11より、

det(λI2m − (U2)+) = (λ− 2)2m−2n det((k − 2 + λ)2In − (λ− 1)A(G)2)

= (λ− 2)2m−2n
∏

λA∈Spec(A(G))((k − 2 + λ)2 − (λ− 1)λ2A).

系 1,2,3と同様にして、結果を得る。Q.E.D.

今、何故、Spec(U), Spec(U+), Spec((U2)+) が問題 2 の不変量にならないかの理由を述

べる。

G,H を 2つの (n, k, λ, µ)-グラフ (強正則グラフ)とする。このとき、

Spec(A(G)) = Spec(A(H)) = {k, θ, τ}

であることが知られている。ここで、

θ =
(λ− τ) +

√
∆

2
, τ =

(λ− τ) +
√
∆

2
∆ = (λ− τ)2 + 4(k − µ)

であり、θ, τ の多重度は n, k, λ, µによって決まる ([14])。　
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系 1,2,3,4より、U,U+, (U2)+ の固有値は隣接行列の固有値によって決定される。これから、

Spec(U(G)) = Spec(U(H)), Spec(U(G)+) = Spec(U(H)+), Spec((U(G)2)+) = Spec((U(H)2)+).

従って、Spec(U), Spec(U+), Spec((U2)+)によって、G ∼= H かどうかを決定することはでき

ない。.

この事実により、Emms et al [9]は Grover行列の 3乗の正台のスペクトルを採用した。

5.4 Grover行列の 3乗の正台

定理 10のような、(U3)+ の構造定理を与える。

Gをグラフとする。このとき、Gの内周 g(G)を、Gの prime, reduced cyclesの長さの最小

値とする。

(U3)+ の構造定理は次のように与えられる ([19]):

Theorem 12（Higuchi, Konno, Sato and Segawa, 2013） Gを n点、m辺を持つ連結 k-正則グ

ラフとし、k > 2, g(G) > 4と仮定。このとき、

(U3)+ = (U+)3 + tU+.

(n, k, λ, µ)-グラフ G について λ ≥ 1 ならば g(G) = 3 となるので、予想を解決するために、

定理 12は使えない。

定理 12と同じ条件の下で、Grover行列の 3乗の正台の特性多項式を導くことができた ([27])。

Theorem 13（Konno, Sato and Segawa, 2014） Gを n点、m辺を持つ連結 k-正則グラフとし、

k > 2, g(G) > 4と仮定。このとき、Gの Grover行列の 3乗の正台 (U3)+ の特性多項式:

det(λI2m − (U3)+) = (λ− 4)m−n det((λ2In − λ(A3 − (3k − 4)A)

+ (A4 − k2A2 + 2(k − 1)(k2 − 2k + 2)In).

ここで、A = A(G).

これから、

Corollary 5（Segawa, 2014） Gを n点、m辺を持つ連結 k-正則グラフとし、k > 2, g(G) > 4

と仮定。このとき、Gの Grover行列Uの 3乗の正台 (U3)+ のスペクトルは次のように与えら

れる ([34]):

1. 2nの固有値:

λ = 1
2{λA(λ

2
A − 3k + 4)

±
√
λ6A − 2(3k − 2)λ4A + (13k2 − 24k + 16)λA − 8(k − 1)(k2 − 2k + 2)}.

ここで、λA は Gの隣接行列A(G)の固有値;

2. 2(m− n)の固有値: ±2.
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この結果から、予想に対するアプローチは次のようになる: G,H を (n, k, λ, µ)-グラフで、

k > 2を満たすとする。もし、G ̸∼= H かつ g(G) > 4, g(H) > 4を満たす、そのようなグラフ

G,H が存在すれば、予想は不成立。

しかし、g(G) > 4なる強正則グラフ Gは、高々 4個しか存在しないことがわかっている。

5.5 予想の反例

2015年、Godsil, Guo and Myklebust [13]は予想の反例を与えた。

g(s, t)次の generalized quadrangleは、次の条件を満たす接続構造である:

1. どの点も (s+ 1)個の linesに属し、かつ

2. どの lineも (t+ 1)点を含む。

このとき、(s, t)次の generalized quadrangleの line交グラフは ((t+1)(st+1), s(t+1), t−
1, s+ 1)-グラフ (強正則グラフ)になることが知られている。また、同型でない 2つの (52, 5)次

の generalized quadranglesが存在することが知られている:

H(3, 52), FTWKB(5).

今、X と Y を、それぞれ、H(3, 52)と FTWKB(5)の line交グラフとする。このとき、X,Y

は (756, 130, 4, 26)-グラフで、X ̸∼= Y である。

Godsil et al [13]は、コンピュターを用いて、

Spec((U(X)3)+) = Spec((U(Y )3)+)

であることを示した。これから、Emms et alの予想は成立しない!!

5.6 Further remark

最近、我々は今野の問題を研究している ([25]):

Problem 3（Konno, 2012） ∀n ∈ N について、グラフ G の Grover 行列の n 乗の正台 (Un)+

の特性多項式を決定せよ。

今野の問題はかなり、難しい。

今野の問題は、次の問題と同値である:　

Problem 4 ∀n ∈ Nについて、次のゼータ関数の伊原型行列式表示を決定せよ:　

ζk(G, u) = det(I2m − u(Uk)+), m = |E(G)|.

Gを n点、m辺を持つ連結 r-正則グラフとする。定理 11,13より、次の結果が得られる:

1. r = 2:

ζ2(G, u)
−1 = (1− 2u)2m−2n det((1 + u(r − 2))2In − (1− u)A(G)2) (r > 2);
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2. r = 3:

ζ3(G, u)
−1 = (1− 4u2)m−n det(In − u(A3 − (3r − 4)A)

+ u2(A4 − k2A2 + 2(r − 1)(r2 − 2r + 2)In)(r > 2, g(G) > 4).

ここで、A = A(G).

また、ある条件下で、グラフ Gの Grover行列の n乗の正台 (Un)+ に対する、構造定理を与

えることができた ([26])。

Theorem 14（Konno, Sato and Segawa, 2018） Gを g(G) > 2k − 2なる連結 r-正則グラフと

する。このとき、

(Uk)+ =

k∑
j=0

(ϵj(U
+)j + τ jJ0(U

+)j) +

k−1∑
j=0

(ϵ−j
t(U+)j + τ−j

t(J0(U
+)j)).

ここで、ϵj , τ j = 0, 1 (j = 0,±1, . . . ,±(k − 1), k).

この構造定理は明示的ではない。r ≤ 6まで、求まっている。

Corollary 6（Konno, Sato and Segawa, 2018）

(U4)+ = J0(U
+)2J0 + I+ (U+)4,

(U5)+ =

 J0(U
+)3J0 + J0U

+J0 +U+ + (U+)5 if 3 ≤ r ≤ 6,
J0(U

+)3J0 + (U+)2J0 + J0U
+J0 +U+

+J0(U
+)2 + (U+)5 if r ≥ 7,

(U6)+ =


J0(U

+)4J0 + J0(U
+)2J0 + I+ (U+)2 + (U+)6 if r = 3, 4,

J0(U
+)4J0 + (U+)3J0 + J0(U

+)2J0 + I+ (U+)2

+J0(U
+)3 + (U+)6 if 5 ≤ r ≥ 11,

J0(U
+)4J0 + (U+)3J0 + I+ (U+)2 + J0(U

+)3

+(U+)6 if r ≥ 12.

これからも、今野問題を研究し、伊原ゼータ関数と量子ウォークの関係を追求して行きたい。

最後にコメントを述べたい。伊原ゼータ関数を用いて、グラフ同型問題の予想に挑戦したが、

我々の試みは失敗に終わった。しかし、予想に対するこれらのアプローチで、伊原ゼータ関数が

実に強力であることを示し、伊原ゼータ関数が量子ウォークの世界において、新しい分野を生み

出したことを確信することができた。これからも、伊原ゼータ関数はいろいろな分野において、

益々、発展して行くでしょう。
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