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1 はじめに
未知関数 u = u(t, x), ψ = ψ(t, x) (t > 0, x ∈ R2) に関する次の初期値問題を考える：

(CP)ψ


∂tu = ∆u−∇ · (u∇ψ), t > 0, x ∈ R2,

−∆ψ = u, t > 0, x ∈ R2,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R2.

ただし，ψ は対数ポテンシャル N(x) と u(t, x) との合成積で与えられる．

ψ(t, x) := (N ∗ u)(t, x) =
∫
R2

N(x− y)u(t, y) dy, N(x) = − 1

2π
log |x|. (1)

初期データは
u0(x) ≥ 0 (x ∈ R2), u0 ̸≡ 0, u0 ∈ L1

を満たすとし，u ≥ 0 なる (CP)ψ の解 (u, ψ) を考える．以下，

Lp = Lp(R2), ∥ · ∥p = ∥ · ∥Lp (1 ≤ p ≤ ∞)

で表す．
初期値問題 (CP)ψ は， 細胞性粘菌の走化性による集合現象に関する数理モデルとして

Keller, Segel [6] により提唱された放物型方程式系をより単純化したものである（Hillen,

Painter [4]をも参照）．また，重力運動下における粒子群の運動を表すものでもある（Biler,

Nadzieja [1],Wolansky [11]）．走化性モデルの場合 u は粘菌の密度で ψ は誘因化学物質の濃
度を表し，粒子群運動の場合 u は粒子密度を ψ は重力ポテンシャルを表す．
ψ に関して，

ψ(t) ∈ L1
loc(R2) ⇐⇒

∫
R2

u(t, x) log(1 + |x|) dx <∞ (2)
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が成立つ．解 u に減衰条件 (2)を課さないで考える場合，(CP)ψ の代わりに次の初期値問題

(CP)

∂tu = ∆u−∇ · (u(∇N ∗ u)), t > 0, x ∈ R2,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R2

を考える．ただし，

(∇N ∗ u)(t, x) = − 1

2π

∫
R2

x− y

|x− y|2
u(t, y) dy.

なお，初期値問題 (CP)の非負解 u が減衰条件 (2)を満たせば，ψ を式 (1) で定めれば (u, ψ)

は初期値問題 (CP)ψ の解となる．
初期値問題 (CP) ( (CP)ψ ) の非負解に対して，次が成立つ．

(i) (質量保存)

∫
R2

u(t, x) dx =

∫
R2

u0(x) dx = m, t > 0.

(ii) (重心保存)

∫
R2

xu(t, x) dx =

∫
R2

xu0(x) dx, t > 0.

(iii) (2次モーメント等式)

∫
R2

|x|2u(t, x) dx =

∫
R2

|x|2u0(x) dx+ 4m
(
1− m

8π

)
t, t > 0.

非負初期データ u0 に対する総質量
∫
R2 u0(x) dx の値が 8π を境として，非負解 uの性質

が大きく変わることが知られている：

• 劣臨界
∫
R2 u0(x) dx < 8π の場合，非負解 u は時間大域的に存在し，t → ∞ のとき

∥u(t)∥∞ → 0 で自己相似解に漸近する．

• 優臨界
∫
R2 u0(x) dx > 8π の場合，非負解 u は有限時間で爆発する可能性がある．すな

わち，u の最大存在時間 Tm が有限で，

lim sup
t→Tm

∥u(t)∥∞ = +∞.

実際，
∫
R2 |x|2u0(x) dx <∞ ならば，2次モーメント等式より Tm <∞ となる．

この講演で，臨界
∫
R2 u0(x) dx = 8π の場合に，まず非有界な非負時間大域解に関する既

存の結果を紹介し，その後非負解の有界性に関する結果について解説する．なお，臨界の場
合，非負初期データ u0 ∈ L1 に対する条件

∫
R2 u0(x) log(1 + |x|) dx < ∞ の下で，初期値問

題 (CP) ((CP)ψ) の非負解の時間大域的存在が Nagai, Ogawa [8] により得られている．

2 臨界質量を持つ非有界な非負時間大域解
まず，Blanchet, Carrillo, Masmoudi [3] による次の結果を紹介する：

• (Blanchet, Carrillo, Masmoudi) 次の仮定

u0 ≥ 0, u0 log u0, u0|x|2 ∈ L1,

∫
R2

u0 dx = 8π

の下で，
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(i) 初期値問題 (CP) ((CP)ψ) の非負解 u は時間大域的に存在し，

(ii) lim
t→∞

u(t, x) = 8πδx0(x) in the sense of measures.

ただし，δx0(x) は点 x0 での Dirac のデルタ関数，x0 は u0 の重心，すなわち，

x0 =
1

8π

∫
R2

xu0(x) dx.

臨界
∫
R2 u0(x) dx = 8π の場合，2次モーメント等式より 2次モーメント保存∫

R2

|x|2u(t, x) dx =

∫
R2

|x|2u0(x) dx, t > 0

が成り立ち，Blanchet, Carrillo, Masmoudi の結果の証明で 2次モーメント保存は本質的役
割を果たしている．なお，仮定の中の u0 log u0 ∈ L1 は取り除くことができる．
Blanchet, Carrillo, Masmoudi の結果は，初期データ u0 の空間遠方での減衰がかなり速け
れば，limt→∞ ∥u(t)∥∞ = ∞ となることを示している．一方，

∫
R2 |x|2u0(x) dx = ∞ の場合

でも非負解は非有界になりえることを Naito, Senba [10] は示した．

• (Naito, Senba) 次の条件∫
R2

u0 dx = 8π,

∫
R2

|x|2u0(x) dx = ∞

を満たす球対称な非負初期データ u0で

lim sup
t→∞

∥u(t)∥L∞ = ∞, 0 < lim inf
t→∞

∥u(t)∥L∞ <∞

と成るものが存在する．なお，u(t, x) は x に関して球対称である．

3 非負解の有界性に関する既存結果：臨界質量の場合
臨界質量の場合，初期値問題 (CP)は次の定常解を持つ：b > 0, x0 ∈ R2 に対し，

θb,x0(x) =
8b

(|x− x0|2 + b)2
(x ∈ R2).

定常解 θb,x0 は次を満たす：

(i) θb,x0 ∈ L1 ∩ L∞,

∫
R2

θb,x0 dx = 8π,

(ii)

∫
R2

|x|pθb,x0(x) dx <∞ (0 < ∀ p < 2),

∫
R2

|x|2θb,x0(x) dx = ∞.

以下，x0 が原点のとき θb,0 を θb で表す．すなわち，

θb(x) =
8b

(|x|2 + b)2
.

Blanchet, Carlen, Carrillo [2] による次の結果を述べる．
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• (Blanchet, Carlen, Carrillo) 次の条件

(i) u0 ≥ 0, u0 ∈ L1,

∫
R2

u0 dx = 8π,

(ii)

∫
R2

u0 log u0 dx+
1

4π

∫∫
R2×R2

u0(x)u0(y) log |x− y| dxdy <∞,

(iii) ∃ b > 0, Hb[u0] :=

∫
R2

(
√
u0 −

√
θb)

2 1√
θb
dx <∞

の下で，任意の τ > 0 に対し，

sup
t≥τ

∥u(t)∥p <∞ (1 ≤ ∀ p <∞)

が成り立ち，さらに

lim
t→∞

∥u(t)− θb,x0∥p = 0 (1 ≤ ∀ p <∞).

ただし，x0 は u0 の重心．

上の条件 (ii)の積分は u0 の自由エネルギーで，条件 (iii)の汎関数 Hb はBlanchet, Carlen,

Carrillo [2] で導入されたもので

Hb[u(t)] ≤ Hb[u0] (t > 0), Ha[u0] = ∞ (∀ a ̸= b)

を満たす．非負解の有界性を得るのに，Wasserstein空間でのエントロピーの勾配流は熱流
であることを示した Jordan, Kinderlehrer, Otto [5] による スキームを用いている．
次に，López-Gómez, Nagai, Yamada [7] による結果を述べる．

定理 1. u0 ∈ L1 ∩ L∞,
∫
R2 u0 dx = 8π を満たす非負初期データ u0が

lim inf
R→∞

(
R2

∫
|x|≥R

u♯0 dx
)
> 0 (A1)

を満たすならば，ある b > 0 が存在して

∥u(t)∥p ≤ ∥θb∥p (∀ t ≥ 0, 1 ≤ ∀ p ≤ ∞)

が成り立つ．ただし，u♯0 は u0 の symmetric rearrangement (Schwarz symmetrization).

この定理を証明するのに，rearrangement に関する技法と比較原理を用いている．
条件 (A1) に関して，定常解 θb,x0 について θ♯b,x0 = θb なので，

lim
R→∞

(
R2

∫
|x|≥R

θ♯b,x0 dx
)
= 8bπ

である．2次モーメントについては，

条件 (A1) =⇒
∫
R2

|x|2u0(x) dx = ∞

が成り立つ．また，Blanchet, Carlen, Carrillo の条件 (iii)との関係は

Hb[u0] <∞ =⇒ 条件 (A1).
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4 主結果
この節で，Nagai, Yamada [9]で得られた結果について述べる．まず，定理 1での条件 (A1)

をより使いやすくした比較判定法について述べる．

定理 2 (比較判定法). 非負初期データ u0 ∈ L1 ∩ L∞ に対し，ある非負関数 f ∈ L1 が存在
して

u0(x) ≥ f(x) (|x| ≫ 1), lim inf
R→∞

(
R2

∫
|x|≥R

f ♯ dx
)
> 0

ならば，u0 は条件 (A1) を満たす．したがって，さらに
∫
R2 u0 dx = 8π を満たすならば，

supt>0 ∥u(t)∥∞ <∞ が成り立つ．

この定理より次の系が得られる．

系 3. u0 ∈ L1 ∩L∞,
∫
R2 u0 dx = 8π を満たす非負初期データ u0 に対し，ある正定数 C が存

在して
u0(x) ≥ C|x|−4 (|x| ≫ 1) (3)

ならば，supt>0 ∥u(t)∥∞ <∞ が成り立つ．

系 3の条件 (3) は，空間遠方で u0 はある定常解より上にあることを意味する．実際，条
件 (3) より b > 0 を C = 8b と定めれば，

u0(x) ≥
8b

(|x|2 + b)2
= θb(x) (|x| ≫ 1)

である．したがって，比較判定法（定理 2）より u0 は条件 (A1)を満たす．

注 1. 系 3の条件 (3)を，ある 4 < p <∞ に対し

u0(x) ≤ C|x|−p (|x| ≫ 1)

に置き換えると，
∫
R2 |x|2u0(x) dx < ∞ なので，2節で述べたBlanchet, Carrillo, Masmoudi

[3] の結果より，limt→∞ ∥u(t)∥∞ = ∞ となる．

次に，条件 (A1) を条件 (A2)

lim inf
R→∞

(
R2

∫
|x|≥R

u0 dx
)
> 0 (A2)

に置き換えて非負解の有界性が得られないかを調べる．条件 (A1) ならば条件 (A2) が成り
立つが，一般に逆は成り立たない．しかしながら，初期値 u0 が球対称ならば，条件 (A2) の
下で非負な球対称解の有界性が得られる．

定理 4. u0 ∈ L1 ∩ L∞,
∫
R2 u0 dx = 8π を満たす球対称な非負初期データ u0 が条件 (A2) を

満たすならば，supt>0 ∥u(t)∥L∞ <∞ が成り立つ．
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例 1. R2 上の非負関数 f を

f(x) = χA(x)|x|−4, A =
∞∪
k=1

{x ∈ R2; 2k − 1 ≤ |x| ≤ 2k}

で定める．ただし，χA は A の特性関数．このとき，

lim inf
R→∞

(
R2

∫
|x|≥R

f dx
)
≥ 1

3
lim
R→∞

(
R2

∫
|x|≥R

|x|−4 dx
)
> 0.

球対称な非負初期データ u0 を

u0(x) =
8π

∥f∥1
f(x) (x ∈ R2)

で定めると，
∫
R2 u0 dx = 8π である．u0 は系 3の条件 (3)を満たさないが条件 (A2) を満た

す．したがって，supt>0 ∥u(t)∥∞ <∞ となる．
また，u0 は 3節のBlanchet, Carlen, Carrillo の条件 (iii)を満たさない：

Hb[u0] =

∫
R2

(
√
u0 −

√
θb)

2θ
−1/2
b dx = ∞, ∀ b > 0.

最後に，条件 (A1) と (A2) に関連することとして，次の命題

• R2 上の非負関数 f ∈ L1 に対し，

lim inf
R→∞

(
R2

∫
|x|≥R

f dx
)
> 0 =⇒ lim inf

R→∞

(
R2

∫
|x|≥R

f ♯ dx
)
> 0 (4)

を考える．上の命題は一般に成り立たない ([9, Example 5.2])．逆が成り立つことは，次の不
等式 ∫

|x|≥R
f ♯ dx ≤

∫
|x|≥R

f dx

より明らかである．上の (4) が成り立つための f に対する条件を次の定理で述べる．以下，
可測集合 A ⊂ R2 のルベーグ測度を |A| で表す．

定理 5. R2 上の非負関数 f ∈ L1 は

(i) f(x) → 0 (|x| → ∞),

(ii) µ(t) := |{x; f(x) > t}| → ∞ (t→ +0),

(iii) r(t) := sup{|x|; f(x) ≥ t} (t > 0)に対し，lim inf
t→+0

µ(t)

r(t)2
> 0

を満たすとする．このとき，

lim inf
R→∞

(
R2

∫
|x|≥R

f dx
)
> 0 =⇒ lim inf

R→∞

(
R2

∫
|x|≥R

f ♯ dx
)
> 0.
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