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1 序文
次のオイラー座標で記述された等エントロピー気体の方程式を考える．

∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂ξ
= 0, t > 0, 0 < ξ < y(t),

∂

∂t
(ρu) +

∂

∂ξ
(ρu2 + p) =

∂

∂ξ

(
µ
∂u

∂ξ

)
− ρg.

ここで，質量密度 ρ と 速度 u は未知関数で，圧力 P = aργ ，粘性係数 µ = bρβ で
あり，a, b は正定数，1 < γ ≤ 2, 0 < β ≤ (γ − 1)/2 とする．物理学では，「気体の粘
性は温度の平方根に比例する」となっている．気体が理想気体である，即ち圧力が質量
密度と温度の積に比例するならば，この問題の場合，温度に相当するのは ργ−1 であり，
β = (γ − 1)/2 となる．我々が最終的に求めたい結果はこの関係式が成り立つ場合の結
果である。非負値である g は重力定数で，ξ = 0 は固定境界：

u(t, 0) = 0,

であり，ξ = y(t) は自由境界，即ち，気体と真空の境界：

dy

dt
= u(t, y(t)) , ρ(t, y(t)) = 0,

である．この論文では，以上の自由境界問題の定常解を含む弱解の時間大域的存在を示
すのが目的である．そこで，次のラクランジュ質量座標：

x =

∫ ξ

0

ρ(t, ζ)dζ,

を用いて，方程式を書き換える．ここで，総質量を 1：∫ y(t)

0

ρ(t, ξ)dξ = 1,
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に固定すると，上記の自由境界問題は次の固定境界問題になる．

(1.1)
∂ρ

∂t
+ ρ2

∂u

∂x
= 0, t > 0, 0 < x < 1,

(1.2)
∂u

∂t
+

∂p

∂x
=

∂

∂x

(
µρ

∂u

∂x

)
− g.

ここで， p = aργ, µ = bρβ ，また境界条件は

(1.3) u(t, 0) = 0, ρ(t, 1) = 0,

であり，初期条件は

(1.4) (ρ, u)(0, x) = (ρ0, u0)(x), 0 ≤ x ≤ 1,

と置く．境界条件 (1.3) を満たす，方程式 (1.1), (1.2) の定常解は

(1.5) ρ =
[g
a
(1− x)

] 1
γ
, u = 0,

である．この論文では，定常解 (1.5) を含む初期値のクラスに対する初期値境界値問題
の解の存在を示す．更に，初期値と β に対して次の仮定を置く．

(A.1) 0 < ρ0(x) ≤ C(1− x)α, 0 < α ≤ 1
γ
, ( 0 ≤ x < 1), ρ0(1) = 0,

ρ0(x) ∈ Lip([0, 1]), ρ0(x)
−1 ∈ L1([0, 1]), (1− x)(ρβ0 (x))x

2 ∈ L1([0, 1]) ,

(1− x)k1ρ
− 3

2
(1−β)

0 ∈ L1([0, 1]), 1 < k1 <
13−29β
8(1+β)

;

(A.2) u0(x) ∈ C1([0, 1]),
du0

dx
∈ Lip([0, 1]) ;

(A.3) 0 < β < 5
37
.

注意１．
ソボレフの不等式より，正定数 k2 と νに対して，以下の不等式

(1− x)k2ρ−ν
0 ≤

∫ 1

0

[
(1− x)k2ρ−ν

0 + |
(
(1− x)k2ρ−ν

0

)
x
|
]
dx,

が成り立つ．ここで，k2 =
k1+1
2

> 1 , ν = 3−7β
4

> 0 と置いた．更に，シュワルツの不等
式により次の不等式を得る．

(1− x)k2ρ−ν
0 ≤ C

∫ 1

0

[
(1− x)k1ρ

− 3
2
(1−β)

0 + (1− x)(ρβ0 )x
2
]
dx

+ C

∫ 1

0

[
(1− x)ρ2β0 + (1− x)−1ρ2β0

]
dx.
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従って，仮定 (A.1) より初期値 ρ0 の下から評価

ρ0(x) ≥ C ′(1− x)
k2
ν ,

が得られ，(A.3) を仮定すると k2
ν
= 2(k1+1)

3−7β
> 4

3
となる．つまり，仮定 (A.1) は ρ0 の下

からの評価を仮定していることになる．我々は，ρ(t, ·) も同じ下からの評価を持つこと
を示すことになるが，それが困難な点である．

　注意２．
β = γ−1

2
とすると, γ = 5

3
のとき，β = 1

3
である．従って，私達の結果は β = 1

3
γ = 5

3

の場合を含んでいない. 仮定 (A.3) は証明上の技術的な制約であって，もっと良い評価
の方法を見つければ，はずすことができる仮定である．

ここで，弱解の定義をしておく．

定義（弱解）:
以下の 4条件を満たす (ρ, u) を初期値境界値問題 (1.1)-(1.4) の弱解という．
任意の正定数 T に対して，

(1.6) ρ, u ∈ L∞([0, T ]× [0, 1]) ∩ C1([0, T ];L2([0, 1])),

(1.7) ρ1+βux ∈ L∞([0, T ]× [0, 1]) ∩ C
1
2 ([0, T ];L2([0, 1])),

であり，方程式

(1.8)
∂ρ

∂t
+ ρ2

∂u

∂x
= 0,

を a.e. x ∈ (0, 1) と，任意の t ≥ 0 に対して満たし，

(1.9)

∫ 1

0

[ ϕut − ϕx(p− µρux) + ϕg ] dx = 0,

が，任意の関数 ϕ ∈ C∞
0 ((0, 1]) と a.e. t ∈ [0, T ] に対して成り立っていること．

以上の仮定の下，この論文で示したい定理を述べる．

定理．仮定 (A.1), (A.2), (A.3) が成り立っているとする．このとき，初期値境界値
問題 (1.1)-(1.4) の解が (1.6)-(1.9) の意味で時間大域的に存在する．

2 差分式と評価式
定理の証明は，初期値境界値問題 (1.1)-(1.4) に対する近似解のアプリオリ評価とその極
限操作によって構成される．従って，問題 (1.1)-(1.4) に対する弱解の存在は，線の方法
を用いて証明される．まず，次の N 組の常微分方程式系：

(2.1)
d

dt
ρn−1 + ρn−1

2un − un−1

∆
= 0, n = 1, 2, . . . , N, ∆ =

1

N
,
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(2.2)
d

dt
un + a

ργn − ργn−1

∆
=

b

∆

[
ρ1+β
n

un+1 − un

∆
− ρ1+β

n−1

un − un−1

∆

]
− g,

と，境界条件：

(2.3) u0(t) = 0 and ρN(t) = 0,

更に，次の仮定：

(2.4)

(
ρ1+β
N

uN+1 − uN

∆

)
(t) = 0,

を置き，また，初期条件を

(2.5) ρn−1(0) = ρ0((n− 1)∆) > 0, un(0) = u0(n∆), n = 1, 2, ..., N,

としたものを考える．γ > 1 ならば，固定した N に対して方程式系 (2.1), (2.2) は，リ
プシッツ条件を満たすので，この問題に対する局所解 (ρn−1(t), un(t)), n = 1, 2, ..., N の
存在は保証される．また，考える領域内での質量密度の正値性:

ρn−1(t) > 0, n = 1, 2, ..., N,

も成り立つ．従って，時間大域解の存在を示すためには，N に依存しない評価式を得な
ければならない．アプリオリ評価導くために困難な点は，ρ の上からと下からの評価で
ある．特に，下からの評価（補題）は，煩雑ないくつかの段階を踏まなければ得られな
い．これは，質量密度 ρ と粘性係数 µ が自由境界 x = 1 上で零になっていることに起
因する困難な点である．しかし，この上下の評価式を出してしまえば、あとは通常の方
法で評価式を求めればよい．この章では， (ρn−1(t), un(t)) から構成される近似解の部分
列が収束することを示す．そのために必要な (ρn−1(t), un(t)) に対する N に依存しない
評価式を求める．部分列の収束が示せれば，その極限関数 (ρ(t, x), u(t, x)) が (1.1)-(1.4)
の弱解であることを示すことができる．
最初に，(2.1)-(2.5)の解が刻み幅 ∆によらないアプリオリ評価式を満たすことを示す．

(2.6) yn(t) =
n∑

k=1

∆

ρk−1(t)
,

と置くと，次の評価式が成り立つ．

命題１．時刻 t と刻み幅 ∆ に依存しない定数C が存在して，つぎの不等式が成り
立つ．

(2.7)
N∑

n=1

(
1

2
un

2 +
a

γ − 1
ρn−1

γ−1 + gyn

)
(t)∆ + b

∫ t

0

N∑
n=1

[
ρ1+β
n−1

(
un − un−1

∆

)2
]
(τ)∆dτ

=
N∑

n=1

(
1

2
un

2 +
a

γ − 1
ρn−1

γ−1 + gyn

)
(0)∆ ≤ C.

更に，ρn−1 の上からの評価式を得る．
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命題２．(A.1)-(A.3)を仮定すると，

(2.8) ρn−1 ≤ C(T )[1− (n− 1)∆]α, 0 < α ≤ 1

γ
,

を得る．

また，次の ρn−1 の下からの評価がなりたつと仮定する．

補題.　 k1 > 1 , k2 =
k1+1
2

> 1 , ν = 3−7β
4

> 0 対して，次の ρn−1 の下からの評
価式：

(2.9) ρn−1(t) ≥ C(T )[1− (n− 1)∆]
k2
ν ,

k2
ν

>
4

3
,

が得られる．

以上の命題２と補題より密度関数に対する評価式：

C1(T )[1− (n− 1)∆]
k2
ν ≤ ρn−1(t) ≤ C2(T )[1− (n− 1)∆]α, 0 ≤ t ≤ T,

を得る．ここで，0 < α ≤ 1
γ
< 1 < k2

ν
であることから，定常解 ρ(x) =

[g
a
(1− x)

] 1
γ も

同様の評価を持つ．次に，ρ1+β
n−1

un−un−1

∆
の一様有界性を示す．

命題３．仮定 (A.1)-(A.3) の下，

(2.10)

∣∣∣∣(ρ1+β
n−1

un − un−1

∆

)
(t)

∣∣∣∣ ≤ C(T ),

が成り立つ．

また，un の一様有界性と，有界変動性が示せる．

命題４．仮定 (A.1)-(A.3) の下，

(2.11)
N∑

n=1

|un(t)− un−1(t)| ≤ C(T ),

(2.12) |un(t)| ≤ C(T ),

が成り立つ．

密度関数の上下の評価式より，ρn−1 の有界変動性を得る．

命題５．(A.1)-(A.3) を仮定する．

(2.13)
N∑

n=1

|ρn(t)− ρn−1(t)| ≤ C(T ),
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が得られる．

更に，ρ1+β
n−1

un−un−1

∆
の有界変動性が得られる．

命題６．(A.1)-(A.3) を仮定する．

(2.14)
N∑

n=1

∣∣∣∣ρ1+β
n

un+1 − un

∆
(t)− ρ1+β

n−1

un − un−1

∆
(t)

∣∣∣∣ ≤ C(T ),

を得る．

最後に，解の L2 連続性を示す．

命題７．(A.1)-(A.3) を仮定する．

(2.15)
N∑

n=1

|ρn−1(t)− ρn−1(s)|2∆ ≤ C(T )|t− s|2,

(2.16)
N∑

n=1

|un(t)− un(s)|2∆ ≤ C(T )|t− s|2,

(2.17)
N∑

n=1

|ρ1+β
n−1

un − un−1

∆
(t)− ρ1+β

n−1

un − un−1

∆
(s)|2∆ ≤ C(T )|t− s|,

が成り立つ．

3 補題の証明
以下の４つの命題を示すことにより、補題を証明することができる．

命題８．

(3.1)
N∑

n=1

[1− (n− 1)∆]

(
ρβn − ρβn−1

∆

)2

(t)∆ ≤ C(T ).

命題９．

(3.2)
N∑

n=1

[1− (n− 1)∆]k1ρ−δ
n−1(t)∆ ≤ C(T ), k1 > 1, δ =

1− β

2
> 0.
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命題１０．
(3.3)

N∑
n=1

[1− (n− 1)∆]k1
(
ρ−δ
n−1u

2
n

)
(t)∆

+ 2b

∫ t

0

N∑
n=1

[1− (n− 1)∆]k1ρ1+β−δ
n−1

(
un − un−1

∆

)2

∆dτ

≤ C(T ), k1 > 1, δ = 1−β
2

> 0, 1 + β − δ = 1
2
(1 + 3β).

命題１１．

(3.4)
N∑

n=1

[1− (n− 1)∆]k1ρ−κ
n−1∆ ≤ C(T ), k1 > 1, κ =

3

2
(1− β) > 0.
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