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1 イントロダクション
本講演では，2017年 1月に開催された数理科学談話会と第 6回室蘭連続講演会

にてお話しさせていただいた内容のまとめである．出発点は特異点を許容する曲
面のクラスである「波面」の幾何学であるが，波面の内在的な性質の一般化にあ
たる「連接接束」はリーマン多様体の特異点を許容する概念ととらえられる．本
稿では，そのような連接接束に関する結果を紹介する．前半は，連接接束に空間
型という概念を導入し，その球面への等長実現の分類を紹介する [9]．後半は，波
面の第 1基本形式をモデルとした半正定値計量のクラスである Kossowski 計量を
紹介し，連接接束との関係を説明する．その応用として得られるKossowski 計量
に対するガウス・ボンネ型定理を紹介する [6]．

2 波面と連接接束
2.1 波面
向き付けられたリーマン多様体 (Nn+1, h)に対して，その単位接束を T1N

n+1で
表す．可微分多様体Mnからの滑らかな写像

f : Mn −→ (Nn+1, h)

が波面 (wave front, フロント)であるとは，各点 p ∈ Mnに対して，その近傍 U

で定義された f に沿う滑らかなNn+1の単位ベクトル場 ν が存在して

L := (f, ν) : U −→ T1N
n+1

∗本研究は科研費 (課題番号:16K17605)の助成を受けたものである．
†2017年 1月時点での所属は都城工業高等専門学校．
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が Legendre はめ込みとなるときをいう．ここでLが Legendre であることは，任
意のX ∈ X(Mn)に対して h(f∗X, ν) = 0 となることと同値である1．このとき ν

は単位法線ベクトル場と呼ばれる．また，Lが単に Legendre 写像である場合には
f を波面的 (frontal, フロンタル)と呼ぶ．f がはめ込み (超曲面) ならば波面とな
るが，波面ははめ込みでない点を許容する．f が p ∈ Mnにおいてはめ込みでない
とき，pを特異点と呼ぶ．

カスプ辺 ツバメの尾

図 1: 波面に現れる特異点 (n = 2 の場合)．

単位法線ベクトル場 νがMn上で矛盾なく定義されるとき，f は余向き付け可
能と呼ばれ，Mnが向き付け可能であるとき f を向き付け可能と呼ぶ．f がはめ込
みである場合は，余向き付け可能性と向き付け可能は同値であるが，一般にはそ
れらは独立である．

2.2 連接接束
Saji-Umehara-Yamada は波面の内在的な構造の定式化として，連接接束を導入

した．
定義 1 (Saji-Umehara-Yamada [30, 33]). E を n次元可微分多様体Mn上の階数 n

のベクトル束とする．また，E上に計量 ⟨ , ⟩，それに両立する接続Dが与えられ
ているとする．ベクトル束準同型 φ : TM → (E , ⟨ , ⟩ , D)は

DXφ(Y )−DY φ(X)− φ([X,Y ]) = 0, X, Y ∈ X(Mn)

を満たすとき，E = (E , ⟨ , ⟩ , D, φ) を連接接束と呼ぶ．
ここで，リーマン多様体 (M, g)に対して，E := TMn, ⟨ , ⟩ := g, Dを Levi-

Civita 接続，φ := IdTMn と定めると (E , ⟨ , ⟩ , D, φ)は連接接束となる．つまり，
連接接束はリーマン多様体の一般化にあたる概念である．さらに，波面，より一
般にフロンタルは連接接束を自然に誘導する．

1X(Mn)でMn 上の滑らかなベクトル場全体を表す．
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例 2 ([33, Example 2.4]). フロンタル f : Mn → (Nn+1, h)に対し，Ef を引き戻し
束 f ∗TNn+1の νの直交補空間で定る部分束，φf : TMn → Ef を φf (X) := df(X)

とし，D をNn+1の Levi-Civita接続の接成分，⟨ , ⟩ をNn+1から Ef へ誘導され
る計量とする．このとき，Ef = (Ef , ⟨ , ⟩ , D, φf ) は連接接束である．
このような Ef を誘導連接接束と呼ぶ．連接接束が余向き付け可能であるとは，

Eがベクトル束として向き付け可能なときをいう．誘導連接接束 Ef が余向き付け
可能であることと，フロンタル f が余向き付け可能であることは同値である．
以後，(Nn+1, h)を断面曲率が一定値 cである単連結な空間形Σn+1(c)とする．つ

まり，c = 1の場合は単位球面Σn+1(1) = Sn+1，c = 0の場合はユークリッド空間
Σn+1(0) = Rn+1，c = −1の場合は双曲空間Σn+1(−1) = Hn+1を表す．

事実 3 ([32, Proposition 2.4]). フロンタル f : Mn → Σn+1(c) に沿う単位法線ベク
トル場を νとする．f の誘導連接接束を (Ef , ⟨ , ⟩ , D, φf ) とするとき，

⟨
RD(X,Y )ξ, ζ

⟩
= c det

(
⟨φf (Y ), ξ⟩ ⟨φf (Y ), ζ⟩
⟨φf (X), ξ⟩ ⟨φf (X), ζ⟩

)

+ det

(
⟨dν(Y ), ξ⟩ ⟨dν(Y ), ζ⟩
⟨dν(X), ξ⟩ ⟨dν(X), ζ⟩

)
が成り立つ (Gauss方程式と呼ばれる )．ただし，X, Y ∈ X(Mn)，ξ, ζは Ef の滑
らかな切断で，RDは接続Dの曲率テンソル

RD(X,Y )ξ := DXDY ξ −DYDXξ −D[X,Y ]ξ

とする．

3 空間形タイプの連接接束
可微分多様体Mn上の連接接束 E = (E , ⟨ , ⟩ , D, φ) に対し，gφ := φ∗ ⟨ , ⟩ は

半正定値計量となる．連接接束が完備であるとは，Mn上の対称 (0, 2)-テンソル T

で，コンパクトな台を持ち，gφ + T が完備なリーマン計量を与えるようなものが
存在するときをいう2．さらに，定曲率リーマン多様体のリーマン曲率テンソルの
形を参考にして，次のように連接接束に定曲率性を導入する．
定義 4 ([9]). 実数 kに対し，連接接束 (E , ⟨ , ⟩ , D, φ) が定曲率 kを持つとは，

RD(X,Y )ξ = k (⟨φ(X), ξ⟩φ(Y )− ⟨φ(Y ), ξ⟩φ(X))

が成り立つときをいう (ただし，X, Y ∈ X(Mn)，ξは Eの切断)．定曲率 kを持つ
完備な連接接束を空間型タイプと呼ぶ．

2 フロンタル，より一般に可微分写像 f : Mn → (Nn+1, h)の完備性も第 1基本形式 ds2 := f∗h
に対する同様の条件を用いて定義される．このような完備性は，ミンコフスキー空間の極大曲面
[12, 35]，平坦波面 (H3 の場合 [13]，R3 の場合 [24]) に用いられている．
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線形写像 φp : TpM
n → Ep が単射でないとき，p ∈ Mnを特異点と呼ぶ．特異点

集合 Sφが空の場合には，空間型タイプの連接接束はリーマン多様体としての空間
形とみなすことができる．しかし，Sφ ̸= ∅の場合には球面上に平坦3な連接接束構
造が入る．

例 5 ([9]). 写像 fE : Sn → Rn+1を

fE(x1, . . . , xn, xn+1) := (x1, . . . , xn, 0)

とする．ただし，Sn ⊂ Rn+1としている (cf. 図 2)．fE の特異点集合 SfE は赤道
SfE = {x ∈ Sn ; xn+1 = 0}で与えられる．定値写像 ν := (0, . . . , 0, 1)は fEに沿う
単位法線ベクトル場を与えるため，fE は余向き付け可能なフロンタルである (波
面ではない)．例 2 のように定まる誘導連接接束 EfE = (EfE , ⟨ , ⟩ , D, φfE) は，完
備かつ平坦となる．平坦性は Gauss 方程式から確かめられる (cf. 補題 6)．

図 2: フロンタル fE の像 (cf. 例 5)．Sn上の誘導連接接束 EfE は平坦である．

より一般に，フロンタルに対するGauss 方程式から次がわかる：

補題 6 ([9]). フロンタル f : Mn → Σn+1(c) に対し，νを単位法線ベクトル場と
する．このとき，f の誘導連接接束 Ef が定曲率 cを持つことと，rank(dν) ≤ 1 が
Mn上で成り立つことは同値である．

4 波面としての空間形の等長はめ込み
定曲率 cの単連結な n次元空間型 Σn(c)の Σn+1(c)への等長はめ込みを考える．

そのような等長はめ込みは

• c = 0の場合，完備な平面曲線上の柱面 (Hartman-Nirenberg の定理 [4])，

• c > 0の場合，全測地的 (O’Neill-Stiel の定理 [28])

3定曲率 k = 0，つまり RD = 0のこと．
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に限る4．とくに n = 2, c = 0の場合，R2のR3への等長はめ込みはR3の完備な
平坦曲面と同値である．つまり，完備かつ平坦な正則曲面は柱面となるが，特異
点を許容すると非自明な例が豊富に存在する．Murata-UmeharaはR3の完備な平
坦波面の分類を与え，向き付け可能性と余向き付け可能を示した．さらに，埋め
込まれたエンドを持つものは 4頂点定理に類する性質を持つことを示した [24]．

事実 7 ([24]). 連結な 2次元多様体M2に対し，f : M2 → R3を完備な平坦波面
で，特異点集合が空でないものとする．このとき，f は臍点を持たず向き付け可
能であり，かつ余向き付け可能である．また，ある変曲点を持たない正則閉曲線
ξ : S1 → S2と S1上の 1次微分形式 α = a(t) dtで

∫
S1 ξα = 0 を満たすものが存在

して，f は

fα,ξ(t, v) := v ξ(t) + σ(t)

(
σ(t) :=

∫ t

0

a(t)ξ(t) dt

)
で定まる写像 fα,ξ : S

1 ×R → R3 と合同である．逆に，このような f は特異点集
合が空でない完備な平坦波面を与える．さらに，fの全てのエンドが埋め込みであ
るならば，f のカスプ辺でない特異点は少なくとも 4つ存在する．

図 3: R3の埋め込まれたエンドを持つ完備な平坦波面．カスプ辺でない特異点は
全てツバメの尾であり，その個数は 4つである．したがって，事実 7 にある評価
は最良である．

これらの結果を通して，平坦でない場合や一般次元の場合には何が起こるのか
という自然な疑問が生じる．講演者は論文 [9] において，O’Neill-Stiel の定理 [28]

の波面の枠組みでの一般化を与えた．つまり，正曲率の空間形タイプの連接接束
の球面への等長実現を分類した：

4c < 0の場合，非自明な例が豊富に存在する [27, 3]．分類については Abe-Mori-Takahashi [1]
を参照 (cf. [7])．
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定理 8 ([9]). 正定曲率 c > 0の球面を Sn+1(c)，Mnを連結な n次元可微分多様体，
f : Mn → Sn+1(c)を波面とする．もし誘導連接接束 Ef が定曲率 cの空間型タイプ
ならば，fは全測地的もしくはSn+1(c)の正則閉曲線の半径 π/(2

√
c)のチューブで

ある．とくに，Mnは Snもしくは S1 × Sn−1と微分同相であり，向き付け可能で
ある．

定理 8 において相似変換により c = 1 として一般性を失わず，定理 8 は単位球
面 Sn+1の全測地的でない定曲率 1の完備な波面は正則閉曲線の半径 π/2のチュー
ブであることを主張する．Murata-Umehara の結果により n = 2, c = 0の場合は
余向き付け可能性も成り立つが，定理 8 からは n = 2, c = 1の場合は余向き付け
可能かどうかは不明である．実際，そのような波面で余向き付け不可能な例が存
在し (図 4 参照)，余向き付け不可能である必要十分条件は中心曲線が半周期的で
あることもわかる [9]．また，完備性を外すと向き付け不可能な例も存在する (図
5，Naokawa [26] を参照)．

半径 π/2のチューブ 特異曲線の像 半分に切ったもの

図 4: S3の余向き付け不可能な定曲率 1の完備な波面．中心曲線は曲率 κ = 4/3,

捩率 τ = 5/3の常螺旋であり，半周期的となる．特異曲線の像も常螺旋となり，特
異点は全てカスプ辺である．

図 5: S3の向き付け不可能な定曲率 1の波面 (cf. [38, 22, 25])．

完備な正則曲線 γ(s) : R → Sn+1 (sは弧長パラメータ)に対し，その半径 π/2の
チューブ T (γ) := {p ∈ Sn+1 ; distSn+1(p, γ) = π/2} は次の写像で計数付けられる：

f(s,x) := x1e1(s) + · · ·+ xnen(s).
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ここで，s ∈ Rで，x = (x1, . . . , xn) ∈ Sn−1 ⊂ Rn，さらに，e1, . . . , enは γ(s)の
法束の正規直交フレーム，つまり {γ, γ′, e1, . . . , en} が γ(s)に沿う SO(n + 2)の正
規直交フレームとなるように定める．T (γ) = T (−γ)から，γ(s)もしくは−γ(s)の
ことを中心曲線と呼ぶ．Bishop フレーム [2] をとることで，各 s ∈ Rに対してあ
る x ∈ Sn−1が存在して p = (s,x)が f の特異点となることを示すことができる．
これを用いると以下が成り立つ．

命題 9 ([9]). 完備な正則曲線 γ(s) : R → Sn+1 の半径 π/2のチューブは，臍点を
持たない弱完備5 な定曲率 1の波面となる．もし，f が完備ならば中心曲線は閉曲
線となり，余向き付け不可能ならば半周期的6 となる．

実際，ν := γ(s)はfの単位法線ベクトル場を与え，γ(s)の正則性から rank(dν) =

1となる．補題 6 により f は定曲率 1となることがわかる．

以下，定理 8 の証明の概略を紹介する．補題 6 により，単位球面 Sn+1の全測
地的でない rank(dν) ≤ 1を満たす完備な波面が正則閉曲線の半径 π/2のチューブ
であることを示せばよい．以後，f : Mn → Sn+1を全測地的でない完備かつ余向
き付け可能な波面で rank(dν) ≤ 1を満たすものとする．
波面 fの臍点 p ∈ Mnとは，ある同時に 0にならない実数の組 (δ1, δ2) が存在し，

δ1(df)p = δ2(dν)p となるときをいう．もし特異点 pが臍点ならば，(df)p = 0とな
る．一方，rank(dν) ≤ 1が成り立つことから，点 pが臍点である必要十分条件は
(dν)p = 0となる．したがってこの場合，全測地的であることと全臍的であること
は同値である．つまり，次がわかる．

補題 10. Sn+1の定曲率 1の波面の臍点は正則点である．

いま，f : Mn → Sn+1は全測地的，つまり全臍的でないので，臍点集合をUf と
するとき，非臍点集合Mn \ Uf は空でない．

補題 11. 各非臍点 q ∈ Mn \ Uf に対して，その座標近傍 (U ;u1, . . . , un)と滑らか
な関数 ρ : U → Rが存在して

−ρνu1 = fu1 , νu1 ̸= 0, νuj
= 0,

⟨
νu1 , fuj

⟩
= 0

が各 j = 2, . . . , nに対して成り立つ．

これにより，臍点のない定曲率 1波面は (n− 1)次元の大球面による葉層構造を
持つことがわかり，したがって f は臍点のないところでは半径 π/2のチューブと

5波面 f : Mn → Sn+1 に対して，その LegendreリフトLによる誘導計量 ds2# := ds2+⟨dν, dν⟩
は Riemann 計量となる．ds2#が完備のとき，f を弱完備と呼ぶ．完備な波面は弱完備であること
が知られている (Murata-Umehara [24])．

6 周期 L > 0の閉曲線 γが半周期的であるとは，γ(s+ L/2) = −γ(s)が全ての sに対して成り
立つときをいう．
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なることがわかる．さらに，f の正則点集合上での主曲率は 1/ρ, 0, . . . , 0となる
こともわかる．ρは曲率半径関数と呼ばれる．
正則曲線 σ(t) : R ⊃ I → Mn は，dν(σ′(t)) = 0となるとき，漸近線と呼ばれる．

波面であることから dν(σ′(t)) ̸= 0となるため，tを弧長パラメータに取り替える
ことができる．補題 11 を用いると，次が成り立つ．

補題 12. 各非臍点 q ∈ Mn \ Uf を通る漸近線 σ(t) : I → Mn に対して，ρ′′(t) =

−ρ(t) (ρ(t) := ρ|σ(t)) が成り立つ．さらに，σ(t)は Uf には集積しない．

補題 12 により，各漸近線上で曲率半径関数 ρはある定数 a, b ∈ Rを用いて
ρ(t) = a cos t+ b sin tと表すことができる．ここで，各漸近線はリフト計量 ds2# の
測地線であることがわかり，(弱)完備性から σ(t)は全ての t ∈ Rに対して定義さ
れる．したがってとくに，ρ(t0) = 0となる t0が存在することがわかる．

補題 13. f は臍点を持たない．

この補題を示すことができれば，定理 8 はほぼ証明される．補題 13 の証明の
概略を紹介する．臍点を持つと仮定する．Uf ̸= ∅かつ Uf が閉集合であることか
ら q ∈ ∂Uf をとることができる．このとき，非臍点集合内の点列 {qn}n=1,2,3,...で
limn→∞ qn = qとなるものがとれる．σn(t)を各 qnを通る漸近線とする．補題 12

により，各 σn(t)上で ρ(σn(tn)) = 0となる tnがとれる．つまり，Qn := σn(tn)は
特異点である．{Qn}の適当な部分列をとることで，Q∞ := limn→∞Qn ∈ ∂Uf と
なるが，Q∞は特異点かつ臍点となり，補題 10に矛盾する．したがって，f は臍
点を持たないことがわかる．

定理 8 の系として，完備な定曲率 cの波面の焦面の性質を調べることができる．
ここで焦面とは，平行波面の特異点の軌跡として与えられる．

定理 14 ([9]). Mnを連結な n次元可微分多様体，f : Mn → Sn+1(c)を全測地的で
ない完備な定曲率 cの波面とする．このとき，f の焦面Cf も全測地的でない連結
かつ完備な定曲率 cの波面となる．さらに，f が余向き付け可能ならば，Cf もそ
うである．

一般には，連結な波面の焦面は連結になるとは限らないが，今回の場合は焦面
をとる操作で連結性や完備性，余向き付け可能性が保たれることがわかる．

5 連接接束とKossowski 計量
連接接束は波面の内在的な構造を抽出したものとみなすことができる．一方で，

波面の誘導計量をモデルとした半正定値のクラスがKossowski [17] により導入さ
れた．ここでは，長谷川大氏，直川耕祐氏，佐治健太郎氏，梅原雅顕氏，山田光
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太郎氏との共同研究 [6] において得られた結果を紹介する．以下，n = 2の場合を
考える7．

5.1 カスプ辺とツバメの尾の判定法
2つの滑らかな写像芽 f1, f2 : (R2, 0) → (R3, 0) に対して，f1と f2が右左同値

(またはA-同値) であるとは，(R2, 0)と (R3, 0)の微分同相写像芽 ϕ, Φ が存在し，
f2 = Φ◦f1 ◦ϕ−1 となるときをいい，f1 ∼A f2で表す．写像芽 f : (R2, 0) → (R3, 0)

が f ∼A fC (resp. f ∼A fS) を満たすとき，カスプ辺 (resp. ツバメの尾) と呼ぶ．
ただし，fC , fS : (R2, 0) → (R3, 0) は

fC(u, v) := (u2, u3, v), fS(u, v) := (3u4 + u2v, 4u3 + 2uv, v)

とする (図 1 参照)．
R2の領域 U 上で定義された (余向き付け可能な) フロンタル f : U → R3 を

1つ固定する．(u, v)を U の座標系とするとき，符号付き面積密度関数 λ(u, v) :=

det(fu, fv, ν) は特異点の識別子である．つまり，p ∈ Uが特異点である必要十分条
件は λ(p) = 0で与えられる．特異点 pが非退化であるとは dλ(p) ̸= 0となるとき
をいう．このとき，陰関数定理より U 内の正則曲線 γ(t) (|t| < ε) で p = γ(0)か
つ γが特異点集合を計数付けるようなものが存在する．また，γ(t)に沿う 0でな
いベクトル場 η で df(η(t)) = 0となるものが存在する．γ(t)を特異曲線，η(t)を
nullベクトル場と呼ぶ．

事実 15 (Kokubu-Rossman-Saji-Umehara-Yamada [15]). f : U → R3 を波面，
p ∈ Uを非退化な特異点とする．γ(t)を特異曲線 (γ(0) = p)，η(t)を nullベクトル
場とする．このとき，f が pでカスプ辺である必要十分条件は，γ′(0)と η(0)が 1

次独立となることである．また，fが pでツバメの尾である必要十分条件は，γ′(0)

と η(0)が 1次従属であり

(5.1)
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(γ′(t), η(t)) ̸= 0

が成り立つことである．

ここで，γ′(0)と η(0)が 1次独立であることは特異曲線の像 γ̂(t) := f(γ(t)) が
t = 0の近傍で正則曲線となることと同値である．フロンタルであるが波面でない
特異点でその条件を満たすようなものは豊富に存在する (例えばカスプ状交差帽子
など．図 6 参照)．そのようなフロンタルの特異点を第 1種特異点と呼ぶ．

7一般次元の場合は Saji-Umehara-Yamada [34] を参照．
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図 6: カスプ状交差帽子．フロンタルだが波面ではない第 1種特異点．

5.2 Kossowski計量に付随する連接接束，Gauss-Bonnet型定理
2次元可微分多様体M2に対し，dσ2をM2上の半正定値計量とする．写像 Γ :

X(M2)× X(M2)× X(M2) → C∞(M2)を

Γ(X,Y, Z) :=
1

2

(
X ⟨Y, Z⟩+ Y ⟨X,Z⟩ − Z ⟨X,Y ⟩

+ ⟨[X,Y ], Z⟩ − ⟨[X,Z], Y ⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩
)

と定める (X,Y, Z ∈ X(M2))．ただし，⟨X,Y ⟩ := dσ2(X,Y )とする．点 p ∈ M2が
dσ2の特異点であるとは，(dσ2)pが正定値でないときをいう．特異点がないとき，つ
まり dσ2がリーマン計量の場合はΓ(X,Y, Z) = ⟨∇XY , Z⟩となる (∇は Levi-Civita

接続)．特異点 p ∈ M2において，⟨ηp, v⟩ = 0 (v ∈ TpM
2) を満たす ηp ∈ TpM

2 を
nullベクトルと呼ぶ．Np ⊂ TpM

2 で null ベクトル全体，N := ∪p∈M2Npとおく．
このとき，制限 Γ̂ := Γ|X(M2)×X(M2)×N はテンソルとなる [17]．したがって，多重
線形写像 Γ̂p : TpM

2 × TpM
2 ×Np → R が誘導される．

定義 16. 全ての特異点 p ∈ M2で Γ̂p = 0となるとき，dσ2を許容的という．
例えば，フロンタル f : M2 → R3 の第 1基本形式は許容的である8．これは，

Γ(X,Y, Z) = DXdf(Y ) · df(Z) となることからわかる．
局所座標近傍 (U ;u, v)において，dσ2 = E du2 + 2F du dv +Gdv2 と表す．

定義 17. 許容的な半正定値計量 dσ2は，任意の局所座標近傍 (U ;u, v)に対して，U

上の滑らかな関数 λが存在して

EG− F 2 = λ2

となるとき，フロンタル計量と呼ばれる．
特異点p ∈ M2はλの零点として特徴付けられる．波面の場合と同様に，dλ(p) ̸= 0

を満たす特異点 pを非退化という．また，符号付き面積要素 dÂ := λ du ∧ dv が
M2上well-definedであるとき，dσ2を余向き付け可能という．

8より一般に，滑らかな写像 f : M2 → R3 の第 1基本形式はM2上の許容的な半正定値計量を
与える．
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定義 18. 全ての特異点が非退化であるようなフロンタル計量をKossowski 計量
と呼ぶ．

全ての特異点が非退化な連接接束 (E , ⟨ , ⟩ , D, φ) に対し，その誘導計量はKos-

sowski計量を定める．逆に次がなりたつ．

定理 19 ([6]). Kossowski計量 dσ2に対し，誘導計量が dσ2となるような連接接束
(E , ⟨ , ⟩ , D, φ) が存在する．

一般次元の場合にもKossowski計量が定義され，Saji-Umehara-Yamada [34] に
より定理 19 の高次元版が示されている．

定理 19 の応用として，Gauss-Bonnet型定理が得られる．連接接束に対する
Gauss-Bonnet型定理が Saji-Umehara-Yamada [31]により得られた．Kossowski計
量に対し，その付随する連接接束 (定理 19 参照) へ Saji-Umehara-Yamada [31] の
結果を適用することで，Kossowski計量に対するGauss-Bonnet型定理が導かれる
ことを紹介する．
波面の場合と同様に，Kossowski計量の特異点 p ∈ M2に対し，特異曲線 γ(t)と

nullベクトル場 η(t)が定まる．特異点 p ∈ M2がA2-点であるとは，γ′(0)と η(0)

が 1次独立となるときをいう．A2-点でない特異点が (5.1)を満たすとき，A3-点と
呼ぶ．
A2-点 p ∈ M2に対し，その局所座標近傍 (U ;u, v)で

dσ2 = E du2 +
λ2

E
dv2, Ev(u, 0) = λ(u, 0) = 0

となるものが存在する．特異曲線は γ(u) = (u, 0)で与えられる．このときκs(u) :=

−Evv/(2
√
Eλv)|v=0 を特異曲率と呼ぶ．面積要素 dA := |λ| du∧dv に対してM2

± :=

{p ∈ M2 ; dÂp = ±dAp} と定める．また，A3-点が正 (resp. 負) であるとは，M2
+

(resp. M2
−) の pでの内角が 2πのときをいう9．dσ2の特異点集合を Sdσ2 とする．

Gauss曲率Kは正則点集合M2 \Sdσ2上で定義されるが，Kossowski [17] は dσ2が
余向き付け可能であるとき，K dÂはM2上の滑らかな 2-形式Ωに延長されること
を示した．このとき，次が成り立つ．

定理 20 ([6]). 2次元可微分多様体M2はコンパクトで境界を持たず，さらに向き
付け可能であるとする．dσ2をKossowski計量で，高々A2-点とA3-点しか持たな
いものとする．このとき，

(5.2) 2πχ(M2) =

∫
M2

K dA+ 2

∫
Sdσ2

κs dτ

9このとき，M2
− (resp. M2

+) の pでの内角は 0となる
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が成り立つ．ただし，τ は特異曲線の弧長パラメータとする．さらに，dσ2が余向
き付け可能ならば

(5.3)
1

2π

∫
M2

Ω = χ(M2
+)− χ(M2

−) + #S+ −#S−

が成り立つ．ただし，#S+ (resp. #S−) は，正 (resp. 負 ) のA3-点の個数とする．10
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