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1. はじめに
この小文においては，Siegel保型形式の合同について解説する．ひとくちにSiegel保型
形式の合同といっても様々なタイプの問題がある．そこで最初に，どのような合同を
扱うのか，次の良く知られている例をもとに説明しよう．

Gk(z) =
(−1)k/2(k − 1)!

2(2π)k

∑
(c,d)∈Z2\{(0,0)}

(cz + d)−k

を重さ kのSL2(Z)に関するEisenstein級数とする．また，

∆(z) = e(z)
∞∏
n=1

(1− e(nz))24 e(z) = exp(2πiz)

をRamanujanのデルタ関数とする．このとき，Gk(z)および∆(z)は次のようなFourier

展開をもつ．

Gk(z) =
ζ(1− k)

2
+

∞∑
n=1

σk−1(n)e(nz), ∆(z) =
∞∑
n=1

c∆(n)e(nz).

ここでσk−1(n) =
∑
d|n

dk−1である．このとき，次の合同式が知られている．

c∆(n) ≡ σ11(n) mod 691.

ここで, 691は Riemannの zeta関数 ζ(s)の−11における値 ζ(−11)の分子 (あるいは
Bernoulli数 B12 の分子）であることに注意されたい．また，この２つの保型形式は
Hecke固有形式（すなわちHecke作用素の同時固有関数）であり，上の合同はHecke固
有値（Hecke作用素の固有値）の間の合同を与えているという見方もできることにも注
意しよう．∆(z)とG12(z)はともに重さ12のSL2(Z)に関する保型形式でありながら一
方は cusp形式，他方はそうではないというように解析的性質が異なっており，それ故
Fourier係数の大きさにも際立った違いがある．それにもかかわらず，上に述べたよう
な合同があり，その合同を与える素数が由緒正しいL関数（ここではRiemannの zeta

関数）の特殊値に関係する．また，このタイプの合同は代数的整数論および数論幾何
学においても重要な役割をはたす．筆者の最近の興味の１つはこのような現象をSiegel

保型形式の中に多く見つけることにある．さて，このようなことを Siegel保型形式で
考えるとき，Hecke固有値の合同を考える方が都合が良い場合がある 1. それ故，この
論説においては主としてある（固定された）Siegel保型形式の空間における性質の異
なる２つのHecke固有形式の間のHecke固有値の間の合同を扱う. 特に楕円保型形式f
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の”lift”f̂と”lift”からは得られない保型形式との合同がfに付随するL関数の値に関係
すること，およびそのような合同が fと f̂の周期 (Petersson内積）関係から得られる
ことを, 主としてDuke-IMamoglu-Ikeda liftと呼ばれる liftをとおして眺めてみたい．
本論説は２０１６年７月に行われた数理科学談話会における筆者の講演に基づいて

いる．講演の機会を与えてくださった、室蘭工業大学数理科学ユニットの同僚に感謝
します．

2. Siegel 保型形式
この節では次節以降に出てくる Siegel保型形式に関する基本的な言葉を復習する．R

の部分環Kに対して

GSp+(n,K) = {g ∈ GL2n(K) | tgJg = ν(g)J, ∃ν(g) > 0},

Sp(n,K) = {g ∈ GL2n(K) | tgJg = J}

と定義する．ここでJ =

(
On −1n
1n On

)
とする．特にΓ (n) = Sp(n,Z)とおく．Cの部分

環RにたいしてSymn(R)でRに成分をもつn次対称行列からなる集合を表す．また，
実対称行列Sが正定値，半正定値のときそれぞれS > 0, S ≥ 0と書く．n次 Siegel上
半空間Hnを

Hn = {Z ∈ Symn(C) | Im(Z) > 0}

で定義する．ここで Im(Z)はZの虚部を表す．M =

(
A B

C D

)
∈ GSp+(n,R)とZ ∈ Hn

に対して
M⟨Z⟩ = (AZ +B)(CZ +D)−1

および
j(M,Z) = det(CZ +D)

とおく．M⟨Z⟩はHnに属しこれによりGSp+(n,R)のHnへの作用が定まる．kを整数
とする．Hn上の関数Fに対してF |kMを

(F |kM)(Z) = det(M)k/2j(M,Z)−kF (M⟨Z⟩)

と定義する．Hn上の関数F が以下の条件をみたすとき重さ kのΓ (n)に関する (正則）
保型形式であるという：

(i) FはHn上の正則関数

(ii) (F |kM)(Z) = f(Z)がすべてのM ∈ Γ (n)について成り立つ

(iii) もしn = 1ならすべてのα > 0に対してF (Z)は{x+ iy | y ≥ α}上有界．

F (Z)をkのΓ (n)に関する保型形式とするときF (Z)は

F (Z) =
∑
A∈Ln
A≥0

cF (A)e(tr(AZ))



とFourier展開される．ここで

Ln = {A = (aij) ∈ Symn(Q) | aji = aij ∈
1

2
Z, aii ∈ Z}

であり，trは行列の跡 (trace)を表す．このときF (Z)が cusp形式であるとは次の条件
をみたすときをいう：
(iv) Aが正定値でなければ cF (A) = 0.

特に Γ (1) = SL2(Z)であり, Γ (1) に関する保型形式 f(z)は, すべての

(
a b

c d

)
∈

SL2(Z)にたいして

f
(az + b

cz + d

)
= (cz + d)kf(z)

をみたし，

f(z) =
∞∑

m=0

cf (m)e(mz)

とFourier展開されるH1上の正則関数である．
次に

Γ0(4) = {

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z) | c ≡ 0 mod 4}

とおくとき，重さk + 1/2のΓ0(4)に関する保型形式, および cusp形式が同様に定義さ
れる. 実際は保型因子の定義等の問題がありまったく同じように定義できるわけでは
ないが，ここでは詳細は省略する． l = kまたはk + 1/2とし，Γを l = kのときΓ (n),

l = k + 1/2のときΓ = Γ0(4)とおくとき，Ml(Γ )で重さ lのΓに関する重さ lのΓに関
する保型形式の空間を表す．また，Sl(Γ )で重さ lのΓに関するcusp形式の空間を表す．
F,G ∈ M∞

l (Γ )に対して積分

[Γ (n) : Γ ]−1

∫
ΦΓ

F (Z)G(Z)(det(Im(Z)))ldΦ

が収束するならばこれをPetersson内積といい ⟨F,G⟩ で表す．ここでΦΓ はHnのΓに
関する基本領域を表し，dΦはHn上定義されたGLn(R)-不変体積要素である. この積
分はFかつGがMl(Γ )に属しさらにそのどちらかがSl(Γ )に属するならば上の積分は
収束する．特にFが cusp形式のとき，⟨F, F ⟩をfの周期と呼ぶ
SをGSp+(2n,Q)の部分半群とし，KをCの部分環とするとき，RK(S, Γ

(n))でHecke

対 (S, Γ (n))に付随したK上のHecke環を表す．すなわち，RK(S, Γ )はM ∈ SのΓ (n)

に関する両側剰余類Γ (n)MΓ (n)で生成されるK上の自由加群にしかるべき積を導入し
た環である．特に，Ln = RZ(GSp+(n,Q) ∩M2n(Z)), Γ

(n))とおく．kを正の整数とす
る．Lnの元T = Γ (n)MΓ (n)を

T = ∪γΓ
(n)γ

と剰余類分解しF ∈ Mk(Γ
(n))に対してF |kTを

F |kT = det(M)k/2−(n+1)/2
∑
γ

f |kγ



と定義するとこれによりLnのMk(Γ
(n))への作用が定まる．これをHecke作用素とい

う．すべてのT ∈ Lnの同時固有関数をHecke固有形式という．FをMk(Γ
(n))のHecke

固有形式とするとき，すべてのT ∈ Lnに対して，

F |T = λF (T )F (λF (T ) ∈ C)

と表される．すべてのλF (T ) (T ∈ Ln)でQ上生成される体をHecke体といいQ(F )で
表す．Q(F )は有限次総実代数体である．kが半整数のときにもMk(Γ0(4))上のHecke

作用素が定義され，Hecke固有形式が定義される．

3. 保型形式に付随するL関数
Nを正の整数とする．χ : Z −→ Cが以下の条件を満たす時, Nを法とするDirichlet指
標という:

(1) a ≡ b mod Nならばχ(a) = χ(b)

(2) χ(ab) = χ(a)χ(b)

(3) χ(a) ̸= 0であることとaとNが互いに素であることは同値．

N = 1のときはすべての a ∈ Zにたいして χ(a) = 1となる．これを主指標という．
Dirichlet指標χに対して

L(s, χ) =
∞∑

m=1

χ(m)

ms

をχのDirichlet L関数という．χが主指標のとき，これはRiemannの zeta関数となる．
Dirichlet指標χと

f(z) =
∞∑

m=1

af (m)e(mz) ∈ Sk(Γ
(1))

にたいして

L(s, f, χ) =
∞∑

m=1

af (m)χ(m)

ms

を χで捻った f のHecke L関数という．χが主指標のときこれを単に L(s, f)と書く．
Hecke固有形式 f ∈ Sk(Γ

(1)) がaf (n) = 1をみたすとき原始形式という．このとき，各
素数pにたいして

af (p) = p(k−1)/2(αp + α−1
p )

となるαp ∈ C×をとれば，

L(s, f, χ) =
∏
p

{(1− αpχ(p)p
−s+k/2−1/2)(1− α−1

p χ(p)p−s+k/2−1/2)}−1

と表される．また，adjoint L関数L(s, f,Ad)を

L(s, f,Ad) =
∏
p

{(1− α2
pp

−s)(1− α−2
p p−s)(1− p−s)}−1

と定義する．Hecke固有形式F ∈ Sk(Γ
(n))にたいして standard L関数L(s, F, St)が定

義される．定義の詳細は省略するが，F が重さ kのΓ (1)に関する原始形式のとき，こ
れはadjoint L関数に一致することに注意しておく．



4. Duke-Imamoglu- Ikeda liftおよびHermitian-Ikefa liftの周期
一般に， 整数または半整数重さの１変数Hecke固有形式 fに対してSiegel Hecke固有
形式 f̂でその standard L関数がfに付随するL関数（Hecke L関数等)で表されるとき，
f̂をfの liftという．
n, kを正の偶数とする．Fourier展開が∑

(−1)k−n/2m≡0,1 mod 4

cg(m)e(mz)

となる cusp形式全体からなるSk−n/2+1/2(Γ0(4))の部分空間をKohnenのplus空間とい
い，S+

k−n/2+1/2(Γ0(4))で表す．g(z)をKohnenの plus空間 S+
k−n/2+1/2(Γ0(4))における

Hecke固有形式とするとき，S2k−n(Γ
(1))における原始形式S(h)がしかるべき方法で一

意的に定めることができる．この対応をShimura対応という．
さて，S+

k−n/2+1/2(Γ0(4))におけるHecke固有形式g(z)にたいして，f(z)をS2k−n(Γ
(1))

における原始形式で， Shimura対応により gに対応しているものとする．このとき，
Ikeda [3] は次を示した.

Sk(Γ
(n))におけるHecke固有形式 In(g)でその standard L関数L(s, In(g), St)が

ζ(s)
∏n

i=1 L(s+ k − i, f)となるものが存在する．
上における In(g)を gの (あるいは fの)Duke-Imamoglu-Ikeda liftと呼ぶ．I2(g)は f

のSaito-Kurokawa liftと呼ばれる．In(g)のFourier係数 cIn(g)(A) は af (m)と cg(m)を
用いて明示的に表される．特に，In(g)は gにより一意的に定まる．
さて，Duke-Imamoglu-Ikeda liftの周期に関する主結果を述べるためにいくつかの定

義をする．まず，
ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s)

とし，

ξ̃(s, χ) =
ΓC(s)L(s, χ)

τ(χ)
,

Λ(s, f, χ) =
ΓC(s)L(s, f, χ)

τ(χ)
,

Λ̃(s, f,Ad) = ΓC(s)ΓC(s+ 2k − n− 1)L(s, f,Ad)

とおく．ここで，τ(χ)はχのGauss和である．特にχが主指標のとき，ξ̃(s), Λ(s, f, χ)

をそれぞれ ξ̃(s), Λ(s, f)とおく．このとき，次が成り立つ．

定理 4.1. ([17]) 上の条件の下で，

⟨In(g), In(g)⟩
⟨g, g⟩

= 2α(n, k)Λ(k, f)ξ̃(n)

n/2−1∏
i=1

Λ̃(2i+ 1, f, Ad) ξ̃(2i)

が成り立つ．ここでα(n, k)はある整数である．

これは Ikeda[4]によって予想されていた. n = 2のとき, 上の定理はKohnenと Sko-

ruppaにより示されている．
定理 4.1の証明は以下の方針で行う (cf. [14], [17]):

(1) In(g)および gの周期がその留数に現れるいくつかのDirichlet級数を考え，その
明示公式を求める．



(2) (1)の留数を比較する．
いずれの場合にも局所体上の精密な２次形式論が必要となる (cf. [6], [7],[8], [10],

[15],[16]).

Ikedaは [5]において１変数保型形式からHermitian保型形式の lift(Hermitian Ikeda

lift)を構成し，定理 4.1と同様な周期予想を提示した. これは，修正および拡張された
形で証明されている (cf. [12], [13]).

さて，KをS2k−n(Γ
(1))におけるすべての原始形式のHecke体を含む有限次代数体と

する．AをKの整数環とし，PをAの素イデアルとする．このときS2k−n(Γ
(1))におけ

る原始形式 fに対して，適当な条件の下で，Eichler-Shimura同型を通して fの規準周
期 (canonical period)と呼ばれる 2つの複素数 Ω

(±)
f が定義される． APをAのK内で

のPにおける局所化とすると，Ω
(±)
f は各々APの単数倍を除いて一意的に決まる．また

⟨f, f⟩
Ω(f)(+)Ω(f)(−)

はAPに属する．このとき，0 < m ≤ 2k − n− 1に対して j = χ(−1)(−1)m−1とおき，

L(m, f, χ) =
Γ(m)L(m, f, χ)

τ(χ)(2π
√
−1)mΩ

(j)
f

と定める．ここで，τ(χ)はχのGauss和である．このときL(m, f, χ)はK上χの値に
よって生成される体K(χ)に属することが知られている. また，

L(m, f, Ad) =
Λ̃(m, f, Ad)

⟨f, f⟩

とおくと，1 ≤ m ≤ k − 1,m ≡ 1 mod 2ならば，L(m, f, Ad) ∈ Kであることも知ら
れている． さて，定理1.1とKohnenとZagierの結果により次を示すことができる．

定理 4.2. fと gを上のとおりとする．このとき，任意の基本判別式Dに対して

cg(|D|)2⟨f, f⟩n/2

⟨In(g), In(g)⟩
=

an,k|D|k−n/2L(k − n/2, f, χD)

ξ̃(n)L(k, f)
∏n/2−1

i=1 L(2i+ 1, f, Ad)ξ̃(2i)

が成り立つ．ここでan,kはその分母，分子が 2k − 1より大きい素数で割れないある有
理数であり，χDはDに付随するKronecker指標である.

定理4.2とfのL関数の特殊値の代数性により，次が成り立つ．

定理 4.3. 上の仮定に加えて，k > nとし，さらに gのFourier係数はすべて代数的数

であるとする．このとき
⟨In(g), In(g)⟩　

⟨f, f⟩n/2
は代数的数である.

これはn = 2のときはFurusawa, 一般のときはChoie-Kohnenによってすでに示され
ている．

5. Duke-Imamoglu-Ikeda liftと non-Duke-Imamoglu-Ikeda lift

の合同

前節で
⟨In(g), In(g)⟩　

⟨f, f⟩n/2
が代数的数で fのHecke L関数および adjoint L関数の特殊値

で表されることを見た．それではこの値がどのような整数論的意義を持つのであろう



か．この問いに答えるために，Duke-Imamoglu-Ikeda liftとそうでないものとの間の合
同を考える．KをSk(Γ

(n))のすべてのHecke固有形式のHecke体の合成体とする．こ
のときKはS2k−n(Γ

(1))におけるすべての原始形式のHecke体を含む．以下 k ≥ n + 1

と仮定する．このときλF (T )はKの整数環に属する．PをKの素イデアルとする．２
つのSk(Γ

(n))におけるHecke固有形式FとGがPを法として合同であるとは，

λG(T ) ≡ λF (T ) mod P

がすべてのT ∈ Lnに対して成り立つときをいう．Sk(Γ
(n))∗をすべてのHecke固有形式

g ∈ S+
k−n/2+1(Γ0(4))の Ikeda lift In(g)によって生成されるSk(Γ

(n))の部分空間とする．

さて，定理 4.2において周期の比の分母にL(k, f)
∏n/2−1

i=1 L(2i + 1, f, Ad)が現れるこ
とに注意する．この事実と [9] におけるSiegel尖点形式の合同に関する一般的結果より
次が成り立つ (cf. [11])．

定理 5.1. k ≥ 2n+ 4としf,K,Pを上のとおりとする．次を仮定する．
(1) PはL(k, f)

∏n/2−1
i=1 L(2i+ 1, f,Ad) を割る．

(2) ある整数 1 ≤ m ≤ k/2 − n/2 − 1とあるMを法とする原始指標χとある基本判別
式Dに対してP はMD((2k − 1)!を割らず
ξ̃(2m+ δχ, χ)

∏n
i=1 L(2m+ δχ + k − i, f, χ)L(k − n/2, f, χD) を割らない．ここで δχ =

(1 + χ(−1))/2とする．

(3) Pはaf (p)Ck,n
⟨f, f⟩

Ω(f)(+)Ω(f)(−) を割らない．ここでpはPで割り切れる素数であり，

n = 2またはそうでないかに応じてCk,n = 1 または∏
q≤(2k−n)/12(1 + q + · · ·+ qn−1)である．
このときSk(Γ

(n))∗に属さないあるHecke固有形式Gが存在してGと In(g)はPを法と
して合同である.

6. その他の liftの周期と合同
Ikedaは [4]においてDuke-Imamoglu-Ikeda liftの周期予想 (定理 4.1) を含む一般的な
周期の予想を与えている．特に２つの楕円尖点形式 f, gの Ikeda-Miyawaki liftと呼ば
れる Siegel尖点形式の周期について同様の予想を与えている．この予想を仮定すれば
Ikeda-Miyawaki liftとnon-Ikeda-Miyawaki liftとの合同について定理5.1と同様の結果
が得られる (cf. [2])．また，Kim-Ramakrishnan-Shahidi liftと呼ばれる Γ (2)に関する
vector値保型形式への liftに関して周期予想およびそれに基づく合同に関して予想が提
出されており，いくつかの場合にそれを支持する数値例が得られている (cf. [18]).
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