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1 導入

本講演では,次の弱い消散項を持つ非線形梁方程式の初期値問題について考える：

∂ 2
t u+∂tu+∂ 4

x u−∂ 2
x u= ∂x f (∂xu), t > 0, x∈ R,(1.1)

u(0,x) = u0(x), ∂tu(0,x) = u1(x), x∈ R.(1.2)

ここで,非線形項 f = f (v), f : R→ Rは十分滑らかで,

(1.3) f (v) = O(|v|p), (p≥ 2)

を満たすものとする.

弱い消散項を持つ非線形梁方程式 (1.1)は,非線形項の符号を限定しエネルギー法を用

いた,大きい初期値に対する

• Racke-Shang [14]による有界領域での初期値-境界値問題

• Takeda-Yoshikawa [18]の初期値問題 (1.1)-(1.2)

の時間大域適切性や解の評価が知られている. これに対して,非線形項に対して滑らかさ

と増大度 (1.3)を課して,小さい初期値に対する解の性質を考察することがここでの目的

である.

初期値問題 (1.1)-(1.2)は, 弱い消散項 ∂tu に起因に起因する解の消散効果と四階微分

項 ∂ 4
x uから導かれる分散型方程式の性質を併せ持つ. その両方の性質を用いて Takeda-

Yoshikawa [16], [17]は,解の平滑化効果及び漸近形を明らかにした.

定理 1.1(平滑化効果). 非線形項が仮定 (1.3)を満たし,初期値が (u0,u1)∈W2,1∩H2×L2∩L1

でそのノルムが十分小さいとき,

u(t) ∈C([0,∞);L1∩H2)(1.4)
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となる初期値問題 (1.1)-(1.2)の時間大域解 uが一意的に存在して

∥u(t)∥L1 ≤C, ∥∂ 2
x u(t)∥L2 ≤C(1+ t)−

5
4(1.5)

を満たす.さらに,

(1.6) u(t) ∈C((0,∞);W2,∞)

であって, 1≤ q≤ ∞に対して

∥u(t)∥Lq ≤C(1+ t)−
1
2(1−

1
q),(1.7)

また, 2≤ q≤ ∞に対して

∥∂ 2
x u(t)∥Lq ≤Ct−

1
2(1−

1
q)−1,(1.8)

が成り立つ.

注意 1.1.解を構成する空間 (1.4)及び (1.5)によって, u(t) ∈ C([0,∞);L1∩L∞) と (1.7)は

(L1と H2の )補間により直ちに得られる.一方で, (1.6)や (1.8)は (1.4)における単純な補

間では導くことができず,方程式の線形主要部から導かれる解の平滑化効果の帰結と考え

られる.

時間大域解の挙動は

Gt(x) :=
1√
4πt

e−
|x|2
4t , mk :=

∫
R
(−x)k(u0(x)+u1(x))dx, N :=

∫ ∞

0

∫
R

f (∂xu(t,x))dxdt,

L1
1(R) := {u∈ L1(R)|

∫
R
(1+ |x|)|u(x)|dx< ∞}

を用いて以下のように定式化される.

定理 1.2.定理 1.1で構成した時間大域解 uは, 1≤ q≤ ∞に対して

t
1
2(1−

1
q)∥u(t)−m0Gt∥Lq → 0 as t→ 0,(1.9)

また, 2≤ q≤ ∞に対して

t
1
2(1−

1
q)+1∥∂ 2

x (u(t)−m0Gt)∥Lq → 0 as t→ 0(1.10)

を満たす.さらに定理 1.1の仮定に加えて, (u0,u1) ∈ (L1
1)

2であれば, 1≤ q≤ ∞に対して

∥u(t)−m0Gt∥Lq ≤ t−
1
2(1−

1
q)−

1
2 ,(1.11)

t
1
2(1−

1
q)+

1
2∥u(t)−m0Gt − (m1+N)∂xGt∥Lq → 0 as t→ 0,(1.12)

2



2≤ q≤ ∞に対して同様に

∥∂ 2
x (u(t)−m0Gt)∥Lq ≤ t−

1
2(1−

1
q)−

3
2 ,(1.13)

t
1
2(1−

1
q)+

3
2∥∂ 2

x (u(t)−m0Gt − (m1+N)∂xGt)∥Lq → 0 as t→ 0(1.14)

が成り立つ.

注意 1.2.定理 1.2における一連の評価は解が時間大域的に熱核で近似できることを意味

しており,解の拡散現象と言われる. 一方で, (1.9)と (1.10)はそれぞれ (1.7), (1.8)に対す

る解の下からの評価を示唆しており,定理 1.1における時間減衰評価の最適性を示す. 同

様に, (1.11)と (1.13)に対する最適性は,それぞれ (1.12)と (1.14)から従う.

また,解の拡散現象に関して,消散型波動方程式,強消散型波動方程式などの各種消散項

を持つ方程式に対して多くの先行研究がある ([1]-[9], [11]-[13], [19] 参照).

2 問題意識と主定理

定理 1.1と定理 1.2では,解の平滑化効果と漸近形が得られたものの,解に対して初期値

と同じ正則性が保証されていない.そこで,定理 1.2のように,時間が大きいときに解の熱

核による近似が成り立ち,なおかつ解が初期値と同じ関数空間に時間連続的に入り続ける

こと (統徹性)を保証できる枠組みを考えたい. すなわち,我々の目的は最適な時間減衰評

価と,時間大域適切性を同じ枠組みで示すことである.

注意 2.1.時間大域解の一意存在,初期値連続依存性,統徹性は併せて, (Hadamardの意味で

の)時間大域適切性と言われる.

以下,

•重み付き Sobolev空間

Hs,ℓ := {u∈ L2(R2)|(1+ |x|2)
ℓ
2 ∂ k

x u∈ L2(R), 0≤ k≤ s}

なる記法を用いる.

時間大域適切性と熱核による解の 1次展開 (1.9)は H2,0∩H1,1で保障される.

定理 2.1.非線形項が仮定 (1.3)を満たし,初期値が (u0,u1) ∈ H2,0∩H1,1×H0,1でそのノル

ムが十分小さいとき,

u(t) ∈C([0,∞);H2,0∩H1,1)

となる初期値問題 (1.1)の時間大域解 uが一意的に存在して, k= 0,1,2に対して,

∥∂ k
x u(t)∥L2 ≤C(1+ t)−

1
4−

k
2 , t

1
4+

k
2∥∂ k

x (u(t)−m0Gt)∥L2 → 0 as t→ 0(2.1)
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及び k= 0,1に対して

∥x∂ k
x u(t)∥L2 ≤C(1+ t)

1
4−

k
2 , t−

1
4+

k
2∥x(u(t)−m0Gt)∥L2 → 0 as t→ ∞(2.2)

が成り立つ.

系 2.1.定理 2.1で構成した時間大域解 uは, (1.9)を満たす.

時間大域適切性と熱核による解の 2次展開 (1.12)は H2,0∩H0,2で保障される.

定理 2.2.非線形項が仮定 (1.3)を満たし,初期値が (u0,u1) ∈ H2,0∩H0,2×H0,2でそのノル

ムが十分小さいとき,

u(t) ∈C([0,∞);H2,0∩H0,2)

となる初期値問題 (1.1)の時間大域解uが一意的に存在して, k= 0,1,2に対して, (2.1)及び

∥xku(t)∥L2 ≤C(1+ t)−
1
4+

k
2 , t

1
4−

k
2∥xk(x(u(t)−m0Gt)∥L2 → 0 as t→ ∞(2.3)

が成り立つ.

系 2.2.定理 2.2で構成した時間大域解 uは, (1.8)を満たす.

注意 2.2. H0,1(R)⊂ L1(R)及び, H0,2(R)⊂ L1
1(R), Sobolevの埋め込み H1,0(R)⊂ L∞(R)に

よって,定理 2.1から系 2.1,定理 2.2から系 2.2が得られる.

注意 2.3.定理 2.1は,熱核による解の漸近展開を行う際に,非線形項の寄与が 1次展開に

は現れないことを示す.一方で,定理 2.2において,熱核による展開を 2次まで行うことに

よって熱核の係数に非線形項の影響が生じることが分かる.

次に,非線形項を

(2.4) f (v) =−|v|p−1v (p≥ 2)

と限定し,方程式から従うエネルギー

E[u](t) :=
1
2

{
∥∂tu(t)∥2

L2 +∥∂ 2
x u(t)∥2

L2 +∥∂xu(t)∥2
L2

}
− 1

p+1
∥∂xu(t)∥p+1

Lp+1

に着目する. このとき,初期エネルギー E[u](0) における非線形項の寄与
1

p+1
∥∂xu0∥p+1

Lp+1

が大きければ初期値問題 (1.1)においても解の有限時間爆発が従う ([10], [5]).
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定理 2.3.非線形項が仮定 (2.4)を満たし,初期値が (u0,u1) ∈ H2,0×L2で E[u](0)< 0のと

き,初期値問題 (1.1)の解 uは,ある有限時刻 T∗ < ∞が存在して,

limsup
t↑T∗

∥u(t)∥2
H2,0 = ∞

が成り立つ.

注意 2.4.定理 2.3は,定理 2.1と定理 2.2において初期値の大きさに制限が入ることは本

質的であることが示唆している.

3 定理 2.1と定理 2.2の証明の概略

Step 1.定理ごとに初期値に設定された関数空間での線形評価の構成 (cf. Takeda-Yoshikawa

[16, 17], Zhang-Li [20]).

Step 2.線形評価に基づいた解空間の設定と,縮小写像の原理による時間大域解の構成.

Step 3.解を構成する位相において,非線形項の減衰が線形解の減衰よりも (1+ t)−
1
2 速い

ことを示す (定理 2.1の証明終).

Step 4.非線形項を N∂xGt で近似する (定理 2.2の証明終).
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