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1 はじめに

波面と呼ばれる特異点を持つ曲面のクラスがある. 近年,波面のガウス曲率や平均曲率

の特異点の近くにおける挙動やガウス・ボンネ型定理についての研究が, [5, 13, 17, 19] な

どで行われている. また,波面によく現れる特異点の判定法も得られており,それらを応用

することで様々な結果が得られている ([2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11, 15, 16, 18, 20]).

本稿では, 波面の中でも比較的扱いやすい (許容的な) 非退化特異点を持つ波面につい

て, その主曲率関数と種々の不変量の関係について得られた結果を紹介する ([21]).

2 波面

以下の議論で必要になるものを定義していく. 詳細については [1, 4, 8, 18, 19, 22] な

どを参照していただきたい.

f : V → R3 を C∞ 写像とする. ここで, V ⊂ R2 を領域, (u, v) をその座標とす

る. 写像 f がフロンタルであるとは, f に沿う単位ベクトル場 ν : V → S2 が存在し,

⟨df(Xp), ν(p)⟩ = 0 (∀p ∈ V, ∀Xp ∈ TpV ) を満たすときをいう. ここで, S2 は R3 内の

単位球面を表す. また, ν を単位法ベクトルという. さらに,フロンタル f が波面であると

は,写像の組 Lf = (f, ν) : V → R3 × S2 がはめ込みになるときをいう.

f をフロンタルとする. 点 p ∈ V が f の特異点であるとは, rank dfp < 2 となる点の

ことをいい, f の特異点集合を S(f) と表す. 次の関数を定義する.

λ : V → R, λ = det(fu, fv, ν) (fu = ∂f/∂u, fv = ∂f/∂v).

この関数 λ を符号付面積密度関数と呼ぶ. このとき, S(f) = λ−1(0) が成立する.
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dλ(p) ̸= 0 を満たす p ∈ S(f) を非退化特異点という. 非退化特異点 p に対し, p を通る

正則曲線 γ : (−ε, ε) → V で, S(f) を局所的にパラメータ付けるものが存在する. この

曲線 γ を特異曲線と呼ぶ. さらに,非退化特異点は余階数 1 の特異点なので, γ に沿って

df(η) = 0 を満たすベクトル場が存在する. このベクトル場 η を退化ベクトル場という.

非退化特異点は次の 2種類に分類することができる.

• 非退化特異点 p が第一種であるとは, det(γ′, η)(0) ̸= 0 を満たすときをいう.

• 非退化特異点 p が第二種であるとは, det(γ′, η)(0) = 0 を満たすときをいう. さら

に, det(γ′, η)(t) ̸= 0 (t ̸= 0), det(γ′, η)(0) = 0 となるとき,許容的な第二種特異点

という.

定義 2.1. f : V → R3 を C∞ 写像, p を特異点とする.

(1) f が p でカスプ辺を持つとは, f が (u, v2, v3) に局所微分同相であるときをいう.

(2) f が p でツバメの尾を持つとは, f が (u, 3v4 + uv2, 4v3 +2uv) に局所微分同相で

あるときをいう.

(3) f が p でカスプ的蝶を持つとは, f が (u, 4v5 + uv2, 5v4 +2uv) に局所微分同相で

あるときをいう.

図 1 左から,カスプ辺,ツバメの尾,カスプ的蝶.赤い曲線は,特異曲線の像を表す.

カスプ辺は波面の第一種特異点であり,ツバメの尾とカスプ的蝶は許容的な第二種特異

点である. これらの特異点の判定法が知られている.

事実 2.2 ([9, 11, 18]). f : V → R3 を波面, p を非退化特異点, λ を符号付面積密度関

数, η を退化ベクトル場とする.
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(1) f が p でカスプ辺を持つための必要十分条件は, ηλ(p) ̸= 0 が成り立つことである.

(2) f が p でツバメの尾を持つための必要十分条件は, ηλ(p) = 0, ηηλ(p) ̸= 0 が成り

立つことである.

(3) f が p でカスプ的蝶を持つための必要十分条件は, ηλ(p) = ηηλ(p) = 0,

ηηηλ(p) ̸= 0 が成り立つことである.

K, H をそれぞれ波面 f の正則な部分で定義されたガウス曲率と平均曲率とする. この

とき,次が成り立つ.

事実 2.3 ([19]). f を波面, p を非退化特異点とする.

(1) K が p の近くで有界となるための必要十分条件は第二基本量が γ 上零となる.

(2) H は p の近くで非有界となる.

また,波面に対して次のような座標が取れることが知られている.

事実 2.4 ([14, Lemma 1.3]). f : V → R3 を波面, ν を f の単位法ベクトルとする. 臍

点でない点 p ∈ V に対し, fu, νu (resp. fv, νv) が U 上で一次独立となる p の周りの局

所座標系 (U ;u, v) が存在する. さらに,組 {fu, νu} (resp. {fv, νv}) が同時に消えること
はなく,

⟨fu, fv⟩ = ⟨fu, νv⟩ = ⟨fv, νu⟩ = 0

が成り立つ.

この座標系を主曲率線という. (U ;u, v) を主曲率線とする. このとき, Λi : U →
P 1(R) (i = 1, 2) を

Λ1 = [−νu : fu], Λ2 = [−νv : fv]

と定める. この写像を主曲率写像という.

事実 2.5 ([14, Lemma 1.7]). f : V → R3 を波面, Λ1, Λ2 を主曲率写像とする. このと

き, p ∈ V が特異点であるための必要十分条件は Λ1(p) = [1 : 0] または Λ2(p) = [1 : 0]

となることである.

これらのことから,主曲率の少なくとも一方が特異点の近くで非有界となることがわか

る. それでは,どのような幾何学的不変量が主曲率の振る舞いに関係しているのだろうか.

以下では,カスプ辺や許容的な第二種特異点を持つ波面について考察する.
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2.1 カスプ辺のみを持つ波面

f : V → R3 を波面とし, ν を単位法ベクトル, p ∈ V をカスプ辺とする. 以下の計算の

ために, p の周りで次のような座標系を取る.

定義 2.6 ([12, 13, 19]). (U ;u, v) が p の周りの適合的座標系であるとは, 次の性質が満

たされるときをいう.

(1) u 軸が特異曲線を与える.

(2) η = ∂v が u 軸上の退化ベクトル場.

(3) u 軸を除き特異点がない.

以下では,この座標系を用いる. u 軸が特異曲線であり, ∂v が退化ベクトル場であるの

で, C∞ 写像 φ : U → R \ {0} で, df(η) = fv = vφ を満たすものが存在する. このとき,

符号付面積密度関数 λ は,

λ = det(fu, fv, ν) = v det(fu, φ, ν)

で与えられる. u 軸がカスプ辺であるための必要十分条件は

λv(u, 0) = det(fu, φ, ν)(u, 0) ̸= 0

なので, {fu, φ, ν} は U 上一次独立であることに注意する. これらを用いて,次の関数を

定義する.

Ê = ⟨fu, fu⟩, F̂ = ⟨fu, φ⟩, Ĝ = ⟨φ,φ⟩,

L̂ = −⟨fu, νu⟩, M̂ = −⟨φ, νu⟩, N̂ = −⟨φ, νv⟩.

fu, φ が一次独立であることから, ÊĜ− F̂ 2 は p の周りで消えない関数である.

カスプ辺に対して,次の曲率を定義する ([12, 13, 19]).

κν(t) =
⟨γ̂′′(t), ν(γ(t))⟩

|γ̂′(t)|2
, κc(t) =

|γ̂′(t)|3/2 det(γ̂′(t), fηη(γ(t)), fηηη(γ(t)))
|γ̂′(t)× fηη(γ(t))|5/2

.

κν は極限法曲率, κc はカスプ的曲率と呼ばれる不変量である. κc は,カスプ辺の開き具

合を与える ([12, 13]). 次のことが知られている.

補題 2.7 ([13]). f が p で波面となるための必要十分条件は κc(p) ̸= 0 となることで

ある.
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適合的座標系の下で, κν , κc は,

κν(u) =
L̂(u, 0)

Ê(u, 0)
, κc(u) =

2|fu(u, 0)|3/2(−⟨φ(u, 0), ην(u, 0)⟩)
|fu(u, 0)× φ(u, 0)|3/2

(2.1)

と表すことができる. したがって, p がカスプ辺であるので, −⟨φ(u, 0), ην(u, 0)⟩ ̸= 0 で

あることに注意する. いま, η = ∂v なので,これは N̂ が u 軸上で零にならない関数であ

ることを意味している.

関数 κ± を

κ+ =
2(L̂N̂ − vM̂2)

A+B
, κ− =

2(L̂N̂ − vM̂2)

A−B
(2.2)

とする. ただし, A = ÊN̂ − 2vF̂ M̂ + vĜL̂, B =

√
A2 − 4v(ÊĜ− F̂ 2)(L̂N̂ − vM̂2) で

ある. ガウス曲率 K と平均曲率 H は

K =
L̂N̂ − vM̂2

v(ÊĜ− F̂ 2)
, H =

ÊN̂ − 2vF̂ M̂ + vĜL̂

2v(ÊĜ− F̂ 2)

となるので, K = κ+κ−, 2H = κ+ + κ− が成立する. したがって, κ± は主曲率であると

考えられる.

2.2 許容的な第二種特異点を持つ波面

f : V → R3 を波面, ν を単位法ベクトル, p を許容的な第二種特異点とする. 特異曲線

γ に沿って,次の関数を定義する.

ψ̂ccr(t) =
det(γ′(t), ν ◦ γ(t), dνγ(t)(η(t)))

det(γ′(t), η(t))
. (2.3)

このとき,次が成り立つ.

補題 2.8. f が p で波面であるための必要十分条件は ψ̂ccr(0) ̸= 0 が成り立つことで

ある.

ここで,次の座標系を取ることができる ([13]).

定義 2.9. (U ;u, v) が p の周りの適合的座標系であるとは, u 軸が特異曲線であり,

fu(p) = 0 を満たすときをいう.

以下では, この座標系を用いて考えていく. 適合的座標系の定義から, u 軸上の関数

ε(u) (ε(0) = 0) があって, η = ∂u + ε(u)∂v が成り立つ. このとき, df(η) = fu + ε(u)fv
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となる. 一方, u 軸が特異曲線であるので, φ : U → R3 \ {0} で, df(η) = vφ を満たす

C∞ 写像が存在する. これらのことから, fu = vφ− ε(u)fv と表すことができる. ここで,

{φ, fv, ν} は一次独立であることに注意する. φ, fv, ν を用いて,次の関数を定義する.

Ê = ⟨φ,φ⟩, F̂ = ⟨φ, fv⟩, Ĝ = ⟨fv, fv⟩,

L̂ = −⟨φ, νu⟩, M̂ = −⟨φ, νv⟩, N̂ = −⟨fv, νv⟩.

ÊĜ− F̂ 2 が p の周りで消えないことを注意しておく. また, ψ̂ccr は,

ψ̂ccr(u) =
|fv(u, 0)|2(−⟨φ(u, 0), ην(u, 0)⟩)

|φ(u, 0)× fv(u, 0)|
(2.4)

と表すとこができる. したがって,補題 2.8と (2.4)から, f が波面であるための必要十分

条件は ⟨φ, ην⟩ ̸= 0 である. ここで, −⟨φ, ην⟩ = L̂+ ε(u)M̂ である. またこのとき,極限

法曲率 κν(p)は,

κν(p) =
⟨fuu(p), ν(p)⟩

|fu(p)|2
=
N̂(p)

Ĝ(p)
(2.5)

で与えられる.

関数 κ± を次のように定義する:

κ+ =
2
(
N̂(L̂+ εM̂)− vM̂2

)
A+B

, κ− =
2
(
N̂(L̂+ εM̂)− vM̂2

)
A−B

. (2.6)

ただし,

A = Ĝ(L̂+ εM̂)− 2vF̂ M̂ + vÊN̂ ,

B =

√
A2 − 4v(ÊĜ− F̂ 2)

(
(L̂+ εM̂)N̂ − vM̂2

)
である. ガウス曲率 K と平均曲率 H は,

K =
(L̂+ εM̂)N̂ − vM̂2

v(ÊĜ− F̂ 2)
, H =

Ĝ(L̂+ εM̂)− 2vF̂ M̂ + vÊN̂

2v(ÊĜ− F̂ 2)
. (2.7)

で与えられる. (2.6) と (2.7) から, K = κ+κ−, 2H = κ++κ− が成り立つので, κ± を主

曲率と考えることができる. u軸上において, A = Ĝ(L̂+ε(u)M̂) = |fv|2(−⟨φ, ην⟩)( ̸= 0),

B = |A| となることに注意する.

ここで, Ĥ = vH とすると, u 軸上で,

2Ĥ =
|fv|2(−⟨φ, ην⟩)

|φ× fv|2

6



が成り立つ. f が波面で, p が許容的な第二種特異点なので, u 軸上 Ĥ は零にならない関

数である. この関数を用いて,
µc(p) = 2Ĥ(p) (2.8)

とおく.*1 この µc(p) は正規化されたカスプ的曲率と呼ばれ,第二種特異点を持つ波面の

不変量となっている ([13]). また, f が波面であるとき, µc(p) は零にならないという性質

を持つ ([13, Proposition 3.2]).

3 主定理

これまでのことから,次の結果が得られる.

定理 3.1 ([21, Theorem 1.1]). f : V → R3 を波面, p を非退化特異点とする.

(1) p をカスプ辺とする. このとき, κ+ (resp. κ−) が p で C∞ 関数となるための必要

十分条件は κc(p) > 0 (resp. κc(p) < 0)が成立することである. また, κ− (resp.

κ+) は p の近くで非有界となる. さらに, κ+(p) = κν(p) (resp. κ−(p) = κν(p)).

(2) p を許容的な第二種特異点とする. このとき, κ+ (resp. κ−) が p で C∞ 関数と

なるための必要十分条件は µc(p) > 0 (resp. µc(p) < 0) となることである. ま

た, κ− (resp. κ+) は p の近くで非有界となる. さらに, κ+(p) = κν(p) (resp.

κ−(p) = κν(p)) が成り立つ.

Proof. (1)を示す. (U ;u, v) を適合的座標系とする. いま, f は p でカスプ辺を持つこと

から, κc(p) ̸= 0 が成立している. (2.1) より,この条件は, N̂(p) = −⟨φ(p), ην(p)⟩ ̸= 0 と

同値である. 一方,関数 A± B は, u 軸上で A± B = Ê(N̂ ± |N̂ |) となる. したがって,

A(p) + B(p) = 2Ê(p)N̂(p) ̸= 0 であることと, κc(p) > 0 であることは同値である. ゆ

えに, κ+ が C∞ 関数となるための必要十分条件は, κc(p) > 0 となることである. いま,

2H = κ+ + κ− であり, H は p の近くで非有界となることから, κ− は p の近くで非有

界となる. また, κ+(p) は, κ+(p) = N̂(p)/Ê(p) = κν(p) となる. したがって, (1)が成り

立つ.

次に,(2)を示す. (U ;u, v) を許容的な第二種特異点 p の周りの適合的座標系とする. こ

のとき, u 軸上で, −⟨φ, ην⟩ = L̂+ εM̂ ̸= 0 となることに注意する. 関数 A±B は, u 軸

上で A±B = Ĝ((L̂+ εM̂)± |L̂+ εM̂ |) となるので, A(p) +B(p) = 2Ĝ(p)L̂(p) ̸= 0 と

*1 講演時には, µc(p) を κH として紹介したが, [13] で, このように変更されたので, 本稿においてもそれ
を採用する.
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µc(p) > 0 となることは同値. したがって, κ+ が p で C∞ 関数であるための必要十分条

件は, µc(p) > 0 となることである. このとき,平均曲率 H が p の近くで非有界となるこ

とから, κ− が p の近くで非有界となることが従う. κ+(p) は, κ+(p) = N̂(p)/Ĝ(p) とな

り, (2.5) から, κ+(p) = κν(p) が従う.
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