
2013年度 第１回 数理科学談話会 （2013年 5月 29日, 室蘭工業大学）

量子ウォークの現在・過去・未来

今野 紀雄 (横浜国立大学大学院 工学研究院)

1 序

量子ウォーク（quantum walk）はランダムウォークの量子版として，新世紀の幕開けとともに本格

的に研究が始まった新しい研究分野である．量子ウォークのレヴュー，本などとして，Kempe (2003)，

Kendon (2007)，今野 (2008a)，Konno (2008b)，Venegas-Andraca (2008, 2012) がある．我々の研究

グループも初期のころから研究にたずさわって早 10年，感無量である．このモデルは，出発点に留ま

り続けるだけでなく，線形的にも広がるような，ランダムウォークとは異なる様々な挙動を示し，量子

コンピュータへの応用など，色々な分野で着目されている．本稿では，量子ウォークの基本的な性質

を紹介しつつ，その研究の「現状・短い歴史・今後の展開」について適宜概説したい．実は量子ウォー

クには，離散時間と連続時間の 2 種類があるが，比較的詳しく研究がなされている離散時間のモデル

を中心に説明する．離散時間の量子ウォークのプライオリティに関しては諸説があり，論文によっては

異なることもある．しかし，Ambainis, Bach, Nayak, Vishwanath and Watrous (2001) や Aharonov,

Ambainis, Kempe and Vazirani (2001) の論文などに代表されるように，量子コンピュータ周辺の研究

により，2001年前後から活発に研究がされ始めたことは，間違いが無いだろう．理論的な側面だけで

なく，量子ウォークの実現方法の様々な提案（例えば，Crespi et al. (2013)）や強相関電子系への応用

（Oka, Konno, Arita and Aoki (2005)）なども既に研究がされている．

以下本稿では，Z上の 2 状態の場合について解説し，その後，3 状態，それを一般化した多状態，空

間的に非一様な場合などを扱う．但し，Z は整数全体の集合である．

2 Z 上の 2 状態量子ウォーク

本節では代表的な Z 上の最近接に移動する量子ウォークについて概説する 1)．そのダイナミクスを定

義するために，まず以下の量子コインとも呼ばれるユニタリ行列を考える．

U =

[
a b

c d

]
∈ U(2).

但し，a, b, c, d ∈ C．ここで，C は複素数全体の集合で，U(2) は 2 × 2 のユニタリ行列全体の集合であ

る．このとき，U のユニタリ性から |a|2 + |c|2 = |b|2 + |d|2 = 1 等が成立する．

この量子ウォーカーは，「左向き」|L⟩ と「右向き」|R⟩ の 2 つの「カイラリティ (chirality) 」をもち，

それぞれ，量子ウォーカーの動く向きに対応している．実際，

|L⟩ =

[
1

0

]
, |R⟩ =

[
0

1

]

とおくと，U |L⟩ = a|L⟩ + c|R⟩, U |R⟩ = b|L⟩ + d|R⟩ となり，ダイナミクスは 図 2.1 のようになる．

1)実は定義は唯一ではない．ここでの定義は，Ambainis, Bach, Nayak, Vishwanath and Watrous (2001) で導入された，左
と右のカイラリティに分離してから，それぞれ移動する量子ウォークであるのに対し，例えば Gudder (1988) の本で与えられて
いる定義は，移動してから，左と右のカイラリティに分離するので注意を有する．但し，極限定理や吸収問題などの定性的な性質
は変わらない（Konno (2002b)）．
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図 2.1: ダイナミクス

特性関数，k 次モーメント，極限定理などは，初期量子ビットの状態に強く依存するため，その状態

を決める以下の集合を定義する．

Φ =

{
φ =

[
α

β

]
∈ C2 : ||φ||2 = |α|2 + |β|2 = 1

}
.

ここで，初期状態として，原点での量子ビット状態が φ ∈ Φ，その他の場所では T [0, 0] としたときの，

時刻 n での量子ウォークを Xn とおく
2)．ここで，T は転置を表す．Xn を定義するために，古典のラ

ンダムウォークの確率 p（左に移動），q（右に移動）に対して，次の行列 P, Q を与える．

P =

[
a b

0 0

]
, Q =

[
0 0

c d

]
.

ここで，U = P +Q の関係に注意．逆に，最初に与えられたユニタリ行列 U を上のように分解すること

によって，P, Q を定義するともいえる．以下で時刻 n，場所 x に対する “Xn = x” の確率を定義する．

P (Xn = x) = (Ξn(l,m)φ)∗ (Ξn(l,m)φ) = ∥Ξn(l,m)φ∥2.

但し，n = l + m, x = −l + m かつ ∗ は随伴作用素を表す．これより量子ウォーク Xn の確率分布が定

義される．但し，量子ウォークは，時刻 n ごとの確率分布の列 {P (Xn = ·) : n = 0, 1, 2, . . .} が与えら
れているだけで，確率過程として定義されてはいない．

量子ウォークの中で最も研究が多くなされているモデルは「アダマールウォーク（Hadamard walk）」

で，そのユニタリ行列 U は以下で決まる．

H =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
.

アダマールウォークのダイナミクスは，U の各成分の絶対値の 2 乗が 1/2 となるので，古典の対称な

ランダムウォークに対応する量子ウォークとも考えられる．しかし，その分布の対称性は初期量子ビッ

トの状態に強く依存する．例えば，初期量子ビットが φ = T [1/
√

2, i/
√

2] の場合には分布が対称となる

が，ランダムウォークと挙動が全く異なる（図 2.2 を参照）．ランダムウォークの分布は 2 項分布タイ

プであるが，量子ウォークの分布は出発点である原点の存在確率が低く複雑で振動している．

2)一般の初期状態の場合には，一点からの場合とは異なる様々な挙動を示す．例えば，Machida (2012, 2013)．
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図 2.2: 時刻 100 でのアダマールウォークとランダムウォークの分布の違い

2.1 確率分布

ここでは，組合せ論的手法により，量子ウォーク Xn の確率分布とその性質を与える．尚，本小節の

結果は Konno (2002a, 2005a) による．まず，l + m = n かつ −l + m = x を満たす非負整数 l, m に対

して，次の量を考える．

Ξn(l,m) =
∑
lj ,mj

P l1Qm1P l2Qm2 · · ·P lnQmn .

但し，上式の和は l1 + · · · + ln = l, m1 + · · · + mn = m, lj + mj = 1 を満たす全ての lj , mj ∈ {0, 1}
に関する和とする．このとき，次の関係に注意 Ψn(x) = Ξn(l,m)φ．例えば，P (X4 = −2) の場合には，

Ξ4(3, 1) = QP 3 + PQP 2 + P 2QP + P 3Q を得る（図 2.3 を参照）．

図 2.3: Ξ4(3, 1) の 4 本のパス

ここで，P 2 = aP の性質に着目すると，Ξ4(3, 1) = a2QP + aPQP + aPQP + a2PQ が導かれる．さ

らに，P (Xn = x) を計算するために以下の行列を導入する．

R =

[
c d

0 0

]
, S =

[
0 0

a b

]
.

このとき，P, Q, R, S は，トレース内積 ⟨A|B⟩ = tr(A∗B) に関する複素数成分を持つ 2 × 2 行列の空

間の正規直交基底になっている．従って，Ξn(l,m) は次の形に一意的に表されることが分かる．

Ξn(l,m) = pn(l,m)P + qn(l,m)Q + rn(l,m)R + sn(l,m)S.

よって，次の問題は pn(l,m), qn(l,m), rn(l,m), sn(l,m) の具体的な形を求めることである．例えば先の

Ξ4(3, 1)の場合には，Ξ4(3, 1) = 2abcP +a2bR+a2cS のようになる．従って，p4(3, 1) = 2abc, q4(3, 1) =

0, r4(3, 1) = a2b, s4(3, 1) = a2c となる．一般の場合には，
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補題 2.1. abcd ̸= 0 を満たす量子ウォークを考える．l,m ≥ 0 が l + m = n を満たすとき，次が成立

する．

(i) l ∧m(= min{l,m}) ≥ 1 に対して，

Ξn(l,m) = alam△m
l∧m∑
γ=1

(
− |b|2

|a|2

)γ (
l − 1

γ − 1

)(
m− 1

γ − 1

)
×
[
l − γ

aγ
P +

m− γ

△aγ
Q− 1

△b
R +

1

b
S

]
,

(ii) l(= n) ≥ 1,m = 0 に対して，Ξn(l, 0) = an−1P,

(iii) l = 0,m(= n) ≥ 1 に対して，Ξn(0,m) = △n−1an−1Q.

量子ウォーク Xn の分布は上の補題より以下のように得られる．

定理 2.2. k = 1, 2, . . . , [n/2], に対して，

P (Xn = n− 2k)

= |a|2(n−1)
k∑

γ=1

k∑
δ=1

(
− |b|2

|a|2

)γ+δ (
k − 1

γ − 1

)(
k − 1

δ − 1

)(
n− k − 1

γ − 1

)(
n− k − 1

δ − 1

)

×
(

1

γδ

) [
{k2|a|2 + (n− k)2|b|2 − (γ + δ)(n− k)}|α|2

+{k2|b|2 + (n− k)2|a|2 − (γ + δ)k}|β|2

+
1

|b|2

[
{(n− k)γ − kδ + n(2k − n)|b|2}aαbβ

+{−kγ + (n− k)δ + n(2k − n)|b|2}aαbβ + γδ

]]
,

P (Xn = −(n− 2k))

= |a|2(n−1)
k∑

γ=1

k∑
δ=1

(
− |b|2

|a|2

)γ+δ (
k − 1

γ − 1

)(
k − 1

δ − 1

)(
n− k − 1

γ − 1

)(
n− k − 1

δ − 1

)

×
(

1

γδ

) [
{k2|b|2 + (n− k)2|a|2 − (γ + δ)k}|α|2

+{k2|a|2 + (n− k)2|b|2 − (γ + δ)(n− k)}|β|2

+
1

|b|2

[
{kγ − (n− k)δ − n(2k − n)|b|2}aαbβ

+{−(n− k)γ + kδ − n(2k − n)|b|2}aαbβ + γδ

]]
,

P (Xn = n) = |a|2(n−1){|b|2|α|2 + |a|2|β|2 − (aαbβ + aαbβ)},

P (Xn = −n) = |a|2(n−1){|a|2|α|2 + |b|2|β|2 + (aαbβ + aαbβ)}.

但し，[x] は x の整数部分である．

2.2 弱収束の極限定理

確率分布の具体的な組合せ論的表現（定理 2.2）とヤコビ多項式に関する漸近挙動の結果を用いると，

Xn に対する新しいタイプの弱収束の極限定理が得られる（Konno (2002a, 2005a)）．
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定理 2.3. abcd ̸= 0 とする 3)．n → ∞ のとき，

Xn

n
⇒ Z.

但し，Yn ⇒ Y は，Yn が Y に弱収束することを表す．ここで，Z の密度関数 f(x) は

f(x) =

{
1 −

(
|α|2 − |β|2 +

aαbβ + aαbβ

|a|2

)
x

}
fK(x; |a|).

但し，0 < r < 1 に対して，

fK(x; r) =

√
1 − r2

π(1 − x2)
√
r2 − x2

I(−r,r)(x).

また，IA(x) = 1 (x ∈ A), = 0 (x ̸∈ A)．

上記の極限定理より，Z は初期量子ビット φ = T [α, β] に強く依存することが分かる．また，極限の

密度関数で現れた fK(x; r) は，多状態など様々な離散時間の量子ウォークの極限の密度関数にも現れ，

古典系のガウス分布に対応した分布である．

アダマールウォークの場合には，分布を対称にする初期量子ビットとして φ = T [1/
√

2, i/
√

2] をとる

と，対称なランダムウォークとは異なり，極限の密度関数は以下で与えられる．グラフは図 2.4 を参照

のこと．

fK(x; 1/
√

2) =
1

π(1 − x2)
√

1 − 2x2
I(−1/

√
2,1/

√
2)(x).
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図 2.4: (1) アダマールウォークの極限分布（対称な場合，φ = T [1/
√

2, i/
√

2]），(2) ランダムウォーク

の極限分布，即ち，ガウス分布（平均 0，分散 1）

この場合，var(Xn)/n2 → (2 −
√

2)/2 が得られる．但し，var(X) は X の分散である．上記の結果か

らも，古典の場合には，対応する分散 が n のオーダーで大きくなるのに対し，量子ウォークの場合は

n2 のオーダーで大きくなることが分かる．そして，この違いなどを上手く利用し，空間構造を持った探

索問題や element distinctness の問題への応用が試み始められている．

2.3 解析手法

これまでは組合せ論的な手法での解析であったが，その他，フーリエ解析（Grimmett, Janson and

Scudo (2004)），停留位相法，時空母関数を用いた手法などがある．また，最近 Cantero, Grünbaum,

3)abcd = 0 のときは自明な場合になる．
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Moral and Velázquez (2010) によって導入された CMV 行列に基づいた解析手法（CGMV 法と呼ぶ）

は，系全体を記述する無限次元のユニタリ行列の固有値と固有ベクトルを求めることが可能なので，後

に述べる 1 次元系の局在化を議論するには強力である．実際，半直線上の局在化や極限定理の解析に

CGMV法を用いた研究として Konno and Segawa (2011, 2013) がある．

3 Z 上の 3 状態量子ウォーク

3.1 3 状態グローヴァーウォークの定義

いままでは 2 状態の量子ウォークに関して説明をしたが，この節では 3 状態の量子ウォークについて

解説する．具体的には，3 状態のグローヴァーウォーク（Grover walk）を扱う．量子ウォーカーは，2

状態の場合同様に，それぞれ位置の空間 {|x⟩ : x ∈ Z} とカイラリティの空間 {|L⟩, |0⟩, |R⟩} の直積に
よって特徴づけられる．カイラリティ |L⟩ と |R⟩ とはそれぞれ左へのジャンプ，右へのジャンプに対応
し，カイラリティ |0⟩ は同じ場所にとどまることを表す．
次に，Ψn(x) = T [ΨL

n(x),Ψ0
n(x),ΨR

n (x)] を場所 x ∈ Z で時刻 n ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . .} のカイラ
リティ状態が |L⟩, |0⟩, |R⟩ に対応する量子ウォーカーの確率振幅とする．また，初期状態として量子
ウォーカーは原点だけに存在するものと仮定し，その確率振幅を Ψ0(0) = T [α, β, γ] ∈ C3 とおく．但

し，|α|2 + |β|2 + |γ|2 = 1．波動関数の時間発展を定義する前に，2 状態の場合と同様に以下の行列を導

入する．

UL =
1

3

 −1 2 2

0 0 0

0 0 0

 , U0 =
1

3

 0 0 0

2 −1 2

0 0 0

 , UR =
1

3

 0 0 0

0 0 0

2 2 −1

 .

このとき，UL が左に，UR が右にジャンプすることに対応し，U0 が同じ場所に留まることに対応する．

逆に言えば，3 状態のグローヴァーウォークは以下のユニタリ行列で定義される．

U (G,3) = UL + U0 + UR =
1

3

 −1 2 2

2 −1 2

2 2 −1

 .

このモデルの時間発展は以下で与えられる．

Ψn+1(x) = ULΨn(x + 1) + U0Ψn(x) + URΨn(x− 1).

3.2 極限測度と局在化

初期状態 T [α, β, γ] に対する，場所 x，時刻 n での量子ウォーカーが存在する確率を Pn(x) =

Pn(x;α, β, γ) としたとき，その n → ∞ での極限測度 P∗(x) = P∗(x;α, β, γ) が求まる．例えば，以下の

ように場所 x からの距離に対して指数的に減少する結果が得られる（Inui, Konno and Segawa (2005)）．

P∗(0; i/
√

2, 0, 1/
√

2) =
4c2(5c2 + 2c + 5)

(1 − c2)2
= 10 − 4

√
6 = 0.202 . . . ,

P∗(x; i/
√

2, 0, 1/
√

2) =
2(5c4 + 2c3 + 10c2 + 2c + 5)

(1 − c2)2
c2|x| (|x| ≥ 1).
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但し，c = −5+2
√

6 ∈ (−1, 0)．局在化の定義として，「場所 xで局在化が起こる」とは，「lim supn→∞ Pn(x) >

0」とすると，上記の結果から全ての点で局在化が起きているとことが分かる．特に場所を断らないとき

は，出発点で局在化が起きるときを，簡単に「局在化が起こる」ということにする．さらに，

0 <
∑
x∈Z

P∗(x; i/
√

2, 0, 1/
√

2) = 1/
√

6 = 0.408 . . . < 1.

即ち，P∗(x; i/
√

2, 0, 1/
√

2) は確率測度になっていない．実は，上記の値は初期条件に依存している．例

えば， ∑
x∈Z

P∗(x; 1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3) = 3 −
√

6 = 0.550 . . . .

一方，対応する古典系では，P∗(x) = 0 となる．従って，
∑

x∈Z P∗(x) = 0．同じ結論は，2 状態の量子

ウォークの場合でも導かれる．

3.3 弱収束の極限定理

フーリエ解析の手法により，以下のような，任意の初期状態に対する 3 状態のグローヴァーウォーク

の弱収束の極限定理を得る（Konno (2008b)）．

定理 3.1. n → ∞ のとき，
Xn

n
⇒ Z

但し，Z は次の測度より定まる．

f(x) = ∆(α, β, γ) δ0(x) + (c0 + c1x + c2x
2) fK(x; 1/

√
3).

ここで，δ0 は原点にマスをもつ点測度，

∆(α, β, γ) =

(∣∣∣∣α +
β

2

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣γ +
β

2

∣∣∣∣2
) √

6

6
+ ℜ

{
(2α + β)(2γ + β)

}(
1 − 5

12

√
6

)
,

c0 = (|α + γ|2)/2 + |β|2, c1 = −|α− β|2 + |γ − β|2,

c2 = (|α− γ|2)/2 −ℜ
(
(2α + β)(2γ + β)

)
.

但し，ℜ(z) は z ∈ C の実部を表す．また，fK(x; r) は以下で定義された関数である．

fK(x; r) =

√
1 − r2

π(1 − x2)
√
r2 − x2

I(−r,r)(x).

上の定理で f(x) の第 1 項が原点での局在化に対応している項で，次の関係が成立する．

∆(α, β, γ) =
∑
x∈Z

P∗(x;α, β, γ).

4 ユニヴァーサリティ・クラス

2 状態のアダマールウォークの場合には，時刻 0 での系全体 Z での量子状態 Ψ0 を Ψ0(x) =
T [1/

√
2, i/

√
2]δ0(x)+

∑
y:y ̸=0

T [0, 0]δy(x)(x ∈ Z)で表したとき，定理 2.3よりその極限測度は µ
(Ψ0)
w (dx) =

fK(x; 1/
√

2)dx になることがわかった．前節で扱った 3 状態の定理 3.1 や他のモデルの結果などを考慮
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すると，一般に，Xn/n の n → ∞ の弱収束極限測度は以下のように表されると期待できる．即ち，あ

る有理関数 w(x)，定数 C ∈ [0, 1) と r ∈ (0, 1) が存在し，

µ(Ψ0)(dx) = Cδ0(x) + (1 − C)w(x)fK(x; r)dx.

そして，このようなクラスに属する量子ウォークのモデル全体を U とする．つまり，その極限測度は，出
発点である原点でのデルタ測度と δ0(x)と fK(x; r)で特徴づけられる絶対連続な部分の w(x)fK(x; r)dx

の凸結合になっている．Konno,  Luczak and Segawa (2013) で，量子ウォークのユニヴァーサリティ・

クラスの一つとして U を提案した．現時点で知られている量子ウォークのモデルで U に属しているも
のは，いくつか知られていて，しかもその場合に有理関数 w(x) は比較的次数の低い多項式で表現され

る．例えば，記憶を持った場合には，Konno and Machida (2010)，多コインの場合は，Inui, Konno and

Segawa (2005), Miyazaki, Katori and Konno (2007)，Segawa and Konno (2008)，Liu and Petulante

(2009)，Liu (2012)，時間依存型モデルは，Machida and Konno (2010)，Machida (2011)，空間依存型

モデルは，Konno (2009)，Liu and Petulante (2012)，Konno,  Luczak and Segawa (2013)，ツリー構

造上の場合は，Chisaki, Hamada, Konno and Segawa (2009)，Chisaki, Konno and Segawa (2012). 実

は，記憶を持ったモデルと多コインのモデルとは，確率分布として同値な関係を持つようにみなすこと

も可能な場合がある．

5 多状態，一般のグラフの場合

一般の多状態の量子ウォークに関する結果は現時点では非常に限られている．ここで一般の場合の定義

の一つを与えよう．U を M ×M のユニタリ行列とし，Pj (j = 1, 2, . . . ,M) を (j, j) 成分だけ 1 で他の

成分は全て 0 の M 次正方行列とする．このとき，Pj は射影（P 2
j = Pj , P

∗
j = Pj）で，

∑M
j=1 Pj = IM

となる．但し，IM は M 次の単位行列である．ここで，Aj = PjU (j = 1, 2, . . . ,M) を考え，この M

個の行列が 2 状態のように，各点から M 個の異なる場所に移動する P, Q に対応するものと考えると，

一般の場合の量子ウォークが定義できる．

1 次元の 4 状態グローヴァーウォークに関しては，Inui and Konno (2005) で研究がされている．

Miyazaki, Katori and Konno (2007) では，1 次元の多状態量子ウォークのあるクラスについて，弱収

束の極限定理を得ている．

2 次元の量子ウォークに関しては，モデルにより様々な挙動をとるので，その一端を紹介する（図

5.1 参照）．ステップ数は 50 で，そのダイナミクスは，各点で量子ウォーカーは 4 つの状態を取り，

A1 = P1U, A2 = P2U, A3 = P3U, A4 = P4U, としたとき，それぞれ，A1 が上向きに移動し，A2 が右

向きに移動し，A3 が左向きに移動し，A4 が下向きに移動すると解釈する．

Mackay, Bartlett, Stephenson and Sanders (2002), Tregenna, Flanagan, Maile and Kendon (2003)

では数値シミュレーションにより，2 次元の量子ウォークで局在化が起こりえることを報告している．そ

れに対する証明は，Inui, Konishi and Konno (2004) でなされ，さらに極限定理が Watabe, Kobayashi,

Katori and Konno (2008) で得られた．

一般のグラフ上の離散時間量子ウォークの挙動の解析は殆どなされていない．ツリーに関しては，

Chisaki, Hamada, Konno and Segawa (2009)，半直線を束ねたグラフでは，Chisaki, Konno and Segawa

(2012)，スパイダーネットでは，Konno, Obata and Segawa (2012)，フラクタル図形については，Patel

and Raghunathan (2012) の研究がある．
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図 5.1: 2 次元の量子ウォークの確率分布．

6 空間依存型モデル

6.1 局在化と非一様性

本節では，場所 x でのコイン作用素 Ux が場所に依存する，1 次元の空間的に非一様な場合の局在化

について考える．具体的には，まずコイン作用素の列 {ωx ∈ [0, 2π) : x ∈ Z} を与え，

Ux = Ux(ωx) =
1√
2

[
1 eiωx

e−iωx −1

]

とおく．上記のような一般的な設定では解析は難しいので，特に原点だけ異なり，他はアダマール行列

の以下の場合を考える．

U0 = U0(ω), Ux = Ux(0) ( x ̸= 0).

従って，このモデルは ω(= ω0) だけがパラメータで，ω ̸= 0 ならば，原点以外は空間的に一様である．

そして，ω = 0 のときはアダマールウォークになる．初期量子ビットとして φ∗ = T [1/
√

2, i/
√

2] をと

る．この初期量子ビットのもとでは，アダマールウォークの分布は対称となる．

時刻 n で原点に戻る確率を pn(0) としたとき，lim supn→∞ pn(0) > 0 のときに原点で局在化が起き

ると定義した．ω = 0 のアダマールウォークの場合には，limn→∞ p
(H)
2n (0) = 0 が知られており局在化が

起きない．一般の ω ∈ [0, 2π) に対しては，組合せ論的手法を用い Konno (2010) により以下の結果が

得られた．

定理 6.1.

lim
n→∞

p2n(0) =

(
2(1 − cosω)

3 − 2 cosω

)2

=: c(ω).

ここで，c(ω) の形は図 6.1 で与えられる．従って，原点だけ異なり，空間的に非一様になったとたん

に局在化が起きるという興味深い結果が得られた．また，対応する古典系ではこの種の局在化は起こら

ない．
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6.2 他のモデルとの比較

前述のモデルとは異なり Ux を以下で定めると，局在化が全く起こらないことなどが Konno (2009)

により調べられている．

Ux = Ux(ωx) =
1√
2

[
eiωx 1

1 −e−iωx

]
.

より一般的な one defect のある設定での局在化の判定条件について，Cantero, Grünbaum, Moral and

Velázquez (2012)は調べている．さらに他の関連する Z上のモデルとの関係について述べる．コイン作用
素が場所に依存しない，空間的に一様な場合には，定理 2.3 より abcd ̸= 0 の場合，また b = 0 の場合は

局在化は起きない．既に述べたように，3 状態の空間的に一様な場合は Inui, Konno and Segawa (2005)

で，4 状態の場合は Inui and Konno (2005) によりで局在化の存在が示された．Linden and Sharam

(2009) では，コイン作用素が周期 2k で変化する場合を研究し，k が偶数のときは有界に留まり，k が奇

数のある場合には局在化が起きないことを示した．Shikano and Katsura (2010) では，コイン作用素が

周期を持たないような場合には，有界に留まることを証明している．空間的にランダムなコインに関し

ては，Joye and Merkli (2010)，Ahlbrecht, Scholz and Werner (2011)，Joye (2012)，Hamza and Joye

(2012) の研究があり，アンダーソンの局在化との関連についても議論している．

今までのモデルはコイン作用素の列 {Ux : x ∈ Z} が場所に依存する場合であったが，同様に，時間
に依存する場合 {Un : n = 0, 1, 2, . . .} も考えられる．実際に，ある種の独立な確率変数列の場合には，
Mackay, Bartlett, Stephenson and Sanders (2002)，Ribeiro, Milman and Mosseri (2004) はシミュレー

ションにより，ランダムウォークの分布に近づくことを報告し，Konno (2005b) により組合せ論的手法

で証明された．Chandrashekar (2011) は別のクラスの独立な確率変数列の場合には局在化が起きること

を示唆するシミュレーションの結果を報告している．2 周期の場合の極限定理に関しては，Machida and

Konno (2010) で得られている．時間的にランダムなコインに関しては，Joye (2011), Ahlbrecht, Vogts,

Werner and Werner (2011) の研究がある．さらに，時空間的にランダムなコインの場合は，Ahlbrecht,

Cedzich, Matjeschk, Scholz, Werner and Werner (2012) がある．このように，空間依存，時間依存，時

空間依存の量子ウォークの数学的研究は今後の興味深い課題である．

7 未来に向けて

現在，離散時間量子ウォークの解析には，組合せ論的手法，フーリエ解析，停留位相法，母関数，CGMV

法等があり，それら相互の関係を明らかにすることにより，多状態や一般のグラフの上の挙動の研究が

可能となりえよう．今後の流れとしては，

[1] 伊原ゼータ関数と量子ウォークとの関係（Konno and Sato (2012)）

[2] 極限の密度関数 fK(x; r) とホインの微分方程式（確定特異点が 4 個）との関係 4)（Konno, Machida
4)ガウス分布の場合には超幾何微分方程式（確定特異点が 3 個）が対応していた．
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and Wakasa (2012)）

[3] 極限密度関数 fK(x; r) の背後にある「独立性」の構造（関連する文献として，Hamada, Konno and

Mlotkowski (2009)）5)

[4] パス空間を通しての量子ウォークの理解（Konno (2011), Konno and Segawa (2012a, 2012b)）

[5] 再帰性の定義と計算方法（例えば，Stefanak, Jex and Kiss (2008), Stefanak, Kiss and Jex (2008),

Grünbaum, Velázquez, Werner and Werner (2013)）

[6] パロンドゲームの量子ウォーク版（例えば，Chandrashekar and Banerjee (2011)，Flitney (2012),

Li, Zhang and Guo (2013)）

[7] 観測頻度による古典から量子へのクロスオーヴァー（Shikano, Chisaki, Segawa and Konno (2010)，

Chisaki, Konno, Segawa and Shikano (2011)）

[8] フラクタル上の量子ウォークの解析（Patel and Raghunathan (2012)）

[9] 量子グラフと量子ウォークとの関係（Higuchi, Konno, Sato and Segawa (2012a, 2012b))

[10] グラフ上のグローヴァーウォークの挙動（Higuchi, Konno, Sato and Segawa (2012c)）

[11] 複雑ネットワーク上の量子ウォークに向けての研究（Konno, Obata and Segawa (2012)）

[12] 特異連続スペクトルを持つ量子ウォークの解析（Grünbaum and Velázquez (2012)）

[13] 時空間に依存した量子ウォークの研究（Shikano, Wada and Horikawa (2013)）

[14] Open quantum random walk との関係（Attal, Petruccione, Sabot and Sinayskiy (2012), Attal,

Guillotin-Plantard and Sabot (2012), Konno and Yoo (2013)）

その他，本稿で扱えなかった話題も多い．このように，基本的な数学の問題だけでなく，応用の問題

も含め，量子ウォークは様々な分野で魅力あるテーマになりつつある．
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Grünbaum, F. A., and Velázquez, L. (2012). The quantum walk of F. Riesz, In: Cucker, F., Krick, T., Pinkus,
A., Szanto, A. (eds.) Proceedings of FoCAM2011. London Mathematical Society Lecture Notes Series, 403,
pp.93–112, Nov. 2012.
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