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Abstract

We investigate Kirchhoff elastic rods in space forms of dimension greater than

or equal to four. In particular, we show that there exist fully immersed Kirchhoff

elastic rods in five-dimensional space forms whose centerlines are not helices.

1 序

一次元弾性体 (例えばピアノ線のような弾性の強い針金)の数学的モデルについては，

18世紀以来，様々な観点から多くの研究がなされてきている ([1],[12],etc.)．弾性曲線

やKirchhoff弾性棒はこのようなモデルの代表的なものである．弾性曲線は曲げの効果

のみを考えた，最も簡単なモデルで，曲げエネルギー (Frenet第 1曲率の 2乗の積分)

が臨界になる曲線として定義される．一方，Kirchhoff弾性棒は，曲げと捩れの両方の

効果を考えたモデルであり，弾性曲線の一般化になっている．

弾性曲線やKirchhoff弾性棒は，一般のRiemann多様体内で考えることができるが，本

稿ではn次元空間形M n = Rn, Sn, Hn内のKirchhoff弾性棒を扱う．特に，高次元 (n ≥
4)の場合に得られた結果について紹介する．n = 2, 3の時のKirchhoff弾性棒については，

多くの研究がなされており ([5],[6],[4],etc.)，例えば，全てのKirchhoff弾性棒は Jacobi

の sn関数と楕円積分を用いて陽に表示できることが知られている ([11],[13],[14],[7])．一

方，n ≥ 4の時は，このような表示式を得ることは非常に困難であり，それどころか，

曲率の表示式を得ることも難しい問題である．

そこで，全ての解を求めることは諦め，特別な解をなるべく具体的に構成すること

を問題にする．n ≥ 4の時のKirchhoff弾性棒の研究は少ないが，[8]において，中心曲

線が充満なKirchhoff弾性棒の例が構成されている．一方，充満な弾性曲線は存在しな

いことが知られているので ([10])，この事は弾性曲線とKirchhoff弾性棒の幾何的性質

が大きく異なることを示している．

しかしながら，[8]で構成された例は螺旋 (即ち全ての高次 Frenet曲率が定数関数で

あるような曲線) であり，曲線そのものとしてはよく知られたものであると言える．そ

∗室蘭連続講演会 (2012年 1月 11～13日)での講演を基に作成．
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こで，Kirchhoff弾性棒で，中心曲線が充満かつ螺旋でないものは存在するか，という

問題が考えられる．本稿では，このことに関して次の結果が得られたことを報告する．

定理 1. M 5 = R5, S5, H5とする．M 5内のKirchhoff弾性棒 {γ,M}で，中心曲線 γが

次の (i)～(iii)を全て満たすようなものが無限個存在する．

(i)充満である． (ii) 螺旋ではない． (iii) γの自然曲率は sn関数で表せる．

2 Kirchhoff弾性棒の定義

ここでは，Kirchhoff弾性棒の定義を述べる．M nを n次元空間形Rn, Sn, Hn (n ≥ 3)

とし，断面曲率を G とする．⟨∗, ∗⟩でM nの Riemann計量，|∗|でノルムを表す．以
下，特に断りがない限り，曲線，ベクトル場等はすべて C∞ 級とする．

γ = γ(t) : [t1, t2] → M nを弧長径数の (即ち速さが1の)曲線とし，T (t) = γ′(t)でγの

接ベクトル，∇でM nの Levi-Civita接続を表す．曲線 γのみではピアノ線の捩れ方を表

せないので，次のようなものを導入する．M = (M1,M2, . . . ,Mn−1)を，γ に沿った法束

T⊥M n の正規直交枠場とする．(従って，各 tに対して (T (t),M1(t),M2(t), . . . ,Mn−1(t))

は接空間 Tγ(t)M
nの正規直交枠である．) このような γとM の組 {γ,M}を適合枠付

き弧長径数曲線とよび，これによってピアノ線の形態を表す．γを {γ,M}の中心曲線
とよぶ．

ν > 0をピアノ線の材質により決まる定数とし，曲げと捩れの両方の効果を考えたエ

ネルギー汎関数Tを次のように定義する．

(2.1) T({γ,M}) =
∫ t2

t1

|∇TT |2dt+ ν

n−1∑
i=1

∫ t2

t1

|∇⊥
TMi|2dt

ここで，∇⊥ は γ に沿う法束 T⊥M n の法接続を表す．(即ち ∇⊥
TMi = ∇TMi −

⟨∇TMi, T ⟩T である．) (2.1)の右辺の第一項は曲げエネルギー，第二項が捩れのエネル

ギーである．

汎関数 T の Euler-Lagrange 方程式を計算すると次のようになる．なお，

{γ,M} の許容される変分としては，γ の両端点 γ(t1), γ(t2)，及び両端点での枠

(T (t1),M1(t1), . . . ,Mn−1(t1)), (T (t2),M1(t2), . . . ,Mn−1(t2)) を固定し，弧長径数も保

つものを考える．

∇T

[
2(∇T )

2T +
(
3|∇TT |2 − µ+ 2G+ ν|a|2

)
T
]

− 4ν
n−1∑
i,j=1

⟨(∇T )
2T,Mi⟩ajiMj = 0,

(2.2)

(∇⊥
TM1, . . . ,∇⊥

TMn−1) = (M1, . . . ,Mn−1)a.(2.3)
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ここで，µ ∈ R，a ∈ o(n − 1) (ただし o(n − 1)は n − 1次歪対称行列全体のなす Lie

環)である．(なお，第一式 (2.2)は講演での式と少し形が違うが，講演での式に第二式

(2.3)を代入することにより得られる．) 通常の曲線に対する汎関数とは違い，枠付き

曲線に対する汎関数なので，Euler-Lagrange方程式の導出はやや面倒であるが，ここ

では証明は省略する．詳しい証明は [6]の第２節を参照せよ．

(2.3)で，a は t によらないことに注意する．このことから，Euler-Lagrange 方程式

が満たされるならば，捩れのエネルギー (T の第二項) の被積分関数が t に依らないこ

とがわかる．これは，もしエネルギーが平衡な状態ならば，(曲げは別にして) 捩れは

ピアノ線の一部に集中することはなく全体に一様に分布することを表している．

定義 2. {γ,M}をM n内の適合枠付き弧長径数曲線とする．ある µ ∈ R, a ∈ o(n− 1)

が存在して，(2.2) と (2.3)が成り立つとき，{γ,M} をKirchhoff弾性棒という．a は

一意的に定まるが，この aを {γ,M}の捩れ行列という．

φ ∈ O(n−1)とする．(ただしO(n−1)はn−1次直交群を表す．) {γ,M}と {γ,Mφ}
は，基準となる物質枠をずらしているだけで，“捩れ方”は同じである．つまり，この

２つは同一のピアノ線の形態を表していると考えられる．従って，{γ,M} がエネル
ギーの平衡なピアノ線を表しているならば，{γ,Mφ} もそうであるはずである．実際，
(2.2),(2.3) より，{γ,M} がKirchhoff弾性棒ならば，{γ,Mφ}もKirchhoff弾性棒であ

ることが簡単に証明できる．ただし，{γ,M} の捩れ行列が a ならば，{γ,Mφ} の捩
れ行列は φ−1aφ になる．

一方，よく知られているように，任意の a ∈ o(n− 1)に対して，ある φ ∈ O(n− 1)

が存在して φ−1aφを標準形にできる．従って，Kirchhoff弾性棒 {γ,M}の捩れ行列は
常に標準形であると仮定して一般性を失わない．なお，後で nが奇数 (n = 2m+ 1)の

時を扱うが，この時は標準形とは次の形のものをいう．

(2.4)



0 −a1 0
a1 0

0 −a2
a2 0

. . .

0 −am
0 am 0


ここで，aj ∈ R (j = 1, . . . ,m)である．
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3 自然曲率

ここでは通常の Frenet 曲率とは異なる自然曲率とよばれるものを導入する (cf.

[2],[11])．なお，この節は完全に曲線論の話であり，一次元弾性体の議論とは独立で

あることを注意しておく．

γ : I = [t1, t2] → M n を速さ１の曲線とする．(P1, . . . , Pn−1)を γに沿った法束内の

正規直交枠場で，各Pj (j = 1, . . . , n− 1)が法接続∇⊥で平行であるものとする．即ち，

各 t ∈ Iに対して (T (t), P1(t), . . . , Pn−1(t))は正規直交枠であり，∇⊥
TPj ≡ 0である．正

規直交枠場 (T, P1, . . . , Pn−1)のことを γに沿った自然枠 (あるいは Bishop 枠)という．

線形常微分方程式の大域解の存在定理により，任意の γに対して，γに沿った自然枠が

存在することが分かる．

関数 kjを kj = ⟨∇TT, Pj⟩ (j = 1, . . . , n− 1) によって定義すると，

(3.1) (∇TT,∇TP1, . . . ,∇TPn−1) = (T, P1, . . . , Pn−1)

(
0 −tk

k 0

)
が成り立つ．ここで k = t(k1, . . . , kn−1)である．この関数 k1, . . . , kn−1を γの (自然枠

(T, P1, . . . , Pn−1)に関する)自然曲率という．また，k = t(k1, . . . , kn−1)のことを自然曲

率ベクトルとよぶ．

Frenet枠，Frenet曲率とは違い，γが与えられた時にその自然枠，自然曲率ベクト

ルは一意的には定まらず，O(n − 1)の分だけの自由度をもつ．即ち (T, P1, . . . , Pn−1)

を γの一つの自然枠とすると，任意の φ ∈ O(n − 1)に対して (T, (P1, . . . , Pn−1)φ) も

γの自然枠である．このとき自然枠 (T, (P1, . . . , Pn−1)φ)に関する自然曲率ベクトルは

φ−1kとなる．一方，Frenet枠とは違い，∇TT = 0となる点 (即ちFrenet曲率が消える

点)においても問題なく定義できることが自然枠の利点である．

Frenet枠の時と同様に，次の “曲線論の基本定理”が成り立つ．なお，２つの曲線

γ1, γ2 : I → M nが合同であるとは，ある等長変換 Φ : M n → M nが存在して，γ2 =

Φ ◦ γ1が成り立つことである．

定理 3 (本質的に Bishop([2])). 次の (1),(2)が成り立つ．

(1) 任意の写像k : I → Rn−1に対し，自然曲率ベクトルがkに一致するような速さ１

の曲線γ : I → M nが存在する．さらに詳しく言うと次が成り立つ．k : I → Rn−1

を任意の写像とする．t0 ∈ I とし，(T 0, P 0
1 , . . . , P

0
n−1) をM n のある点 xの接

空間 TxM n における正規直交枠とする．この時，ある適合枠付き弧長径数曲線

{γ, (P1, . . . , Pn−1)}で次をみたすものが存在する．(γ′, P1, . . . , Pn−1)は γに沿った

自然枠であり，(γ′, P1, . . . , Pn−1)に関する γ の自然曲率ベクトルは kに一致し，

かつ γ(t0) = x，(γ′(t0), P1(t0), . . . , Pn−1(t0)) = (T 0, P 0
1 , . . . , P

0
n−1) が成り立つ．
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(2) γ, γ̃ : I → M n を速さ１の曲線とし，k, k̃ : I → Rn−1をそれぞれ γ, γ̃の自然曲

率とする．この時，γと γ̃がM n内の曲線として合同であるための必要十分条件

は，ある φ ∈ O(n− 1)が存在して k̃ = φk が成り立つことである．

次に，曲線が充満 (full)であることを定義する．

定義 4. γ : I → M nを曲線とする．γの像 γ(I)が，M nのどんな n− 1次元完備全測

地的部分多様体N n−1 にも含まれない時，γを充満な曲線という．

M nの n− 1次元完備全測地的部分多様体N n−1 は，M nがRn, Sn, Hnの時，それ

ぞれRn−1, Sn−1, Hn−1に等長である．従って，例えばM n = R3の時は，充満な曲線

とは，非平面曲線のことに他ならない．

よく知られているように，R3内の弧長径数曲線 (ただし∇TT が至る所 0でないと仮

定)が充満であるための必要十分条件は，Frenet第２曲率 (捩率)が「恒等的に 0」では

ないことである．これと同様のことが自然曲率に対しても成り立つ．

命題 5 (本質的に Bishop([2])). γ : I → M nを弧長径数曲線とし，k : I → Rn−1をそ

の自然曲率ベクトルとする．このとき，γが充満であるための必要十分条件は，k(I)が

Rn−1のどんな n− 2次元線形部分空間にも含まれないことである．

4 主定理の証明

ここでは定理 1の証明を述べる．以下，M nの次元 nは奇数とし，n = 2m + 1 (m

は正整数)とする．

{γ,M}を I = (t1, t2) (−∞ ≤ t1 < t2 ≤ ∞)上で定義されたM 内の適合枠付

き弧長径数曲線とする．t0 ∈ I を固定し，(T, P1, . . . , Pn−1) を γ に沿った自然枠で

(P1(t0), . . . , Pn−1(t0)) = (M1(t0), . . . ,Mn−1(t0)) をみたすものとする．k : I → Rn−1

を，自然枠 (T, P1, . . . , Pn−1)に関する γの自然曲率ベクトルとする．

µ ∈ Rとし，a ∈ o(2m)を (2.4)の形とする．すると，{γ,M}が (2.2)と (2.3)をみた

すことは，次の２つの式が成り立つことと同値であることが分かる．(なお，詳しい計

算は [9]の第４節を参照せよ．)

2k′′ − 4νak′ + (|k|2 − µ+ 2G+ ν|a|2)k = 0,(4.1)

(M1, . . . ,Mn−1) = (P1, . . . , Pn−1) exp[(t− t0)a].(4.2)
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(4.1)は，複素数値関数で表しておくと便利である．ψj : I → Cをψj = k2j−1+
√
−1k2j

により定義すると，(4.1)は次と同値である．

(4.3) 2ψ′′
j − 4νaj

√
−1ψ′

j +

(
m∑
j=1

|ψj|2 − µ+ 2G+ ν|a|2
)
ψj = 0,

ここで j = 1, . . . ,mである．

もし (4.3)の解 ψ1, . . . , ψmが見つかれば，定理 3により，M n内のKirchhoff弾性棒

{γ,M}で，γの自然曲率ベクトルが k = t(Reψ1, Imψ1, . . . ,Reψm, Imψm)，捩れ行列

が aであるようなものが作れる．

さて，(4.3)の解を求めるため “Hasimoto型”の変換を行う．|ψj(t)| > 0 (∀t ∈ I, j =

1, . . . ,m)と仮定し，関数 κj : I → R+及び τj : I → Rを

ψj(t) = κj(t)e
√
−1θj(t),(4.4)

τj(t) = θ′j(t).(4.5)

により定義する．(なおM n = R3の時，変換 (κ1, τ1) → ψ1 は Hasimoto変換 ([3])と

よばれる．この場合は κ1 は曲線 γの Frenet第 1曲率，τ1は Frenet第 2曲率 (捩率)に

一致することが分かる．)

(4.4),(4.5)を (4.3)に代入すると κj, τj の微分方程式

κ′′j +
1

2

(
m∑
j=1

κ2j − µ+ 2G+ ν|a|2
)
κj − κjτj(τj − 2νaj) = 0,(4.6)

2κ′j(τj − νaj) + τ ′jκj = 0(4.7)

を得る．(4.7)より，ある bj ∈ Rが存在して κ2j(τj − νaj) = bj が成り立つ．よって τj

は κjによって次のように表せる．

(4.8) τj =
bj
κ2j

+ νaj.

これを (4.6)へ代入して 2κ′jをかけると次を得る．

(4.9)

{
(κ′j)

2 +
1

2

(
−µ+ 2G+ ν|a|2 + 2ν2a2j

)
κ2j +

b2j
κ2j

}′

+
1

2

(
m∑
j=1

κ2j

)
(κ2j)

′ = 0.

さらに

ρj(t) = κj(t)
2 = |ψj(t)|2
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とおくと，(4.9)は次のように書ける．

(4.10)

{
(ρ′j)

2

4ρj
+

1

2

(
−µ+ 2G+ ν|a|2 + 2ν2a2j

)
ρj +

b2j
ρj

}′

+
1

2

(
m∑
j=1

ρj

)
ρ′j = 0.

m個の方程式からなる系 (4.10)の全ての解 ρ1, . . . , ρmを求めるのは難しいので，あ

る対称性をみたす特別な解を求めよう．対称性を仮定することにより問題を単独方程

式に帰着させる．

c1 = 1，c2, . . . , cm > 0とし，εj = 1 or −1，δj = 1 or −1 (j = 2, . . . ,m)，ε1 = δ1 = 1

とする．条件

aj = εja1,(4.11)

bj = δjcjb1,(4.12)

ρj(t) = cjρ1(t) for all t ∈ I.(4.13)

を考える．もしこれらの条件をみたす解 ρ1, . . . , ρmがあったとすると，ρ1(t)は次をみ

たす．

(4.14)

{
(ρ′1)

2

4ρ1
+

1

2

(
−µ+ 2G+ 2νma21 + 2ν2a21

)
ρ1 +

b21
ρ1

+
1

4
Cρ21

}′

= 0,

ここでC =
m∑
j=1

cjとおいた．よってある g ∈ Rが存在して

(4.15) (ρ′1)
2 = −Cρ31 − 2(−µ+ 2G+ 2νma21 + 2ν2a21)ρ

2
1 + 4gρ1 − 4b21

が成り立つ．(4.15)の右辺をQ(ρ1)とおく．

この方程式は [10]と同様の方法によって解くことができ，解を Jacobiの sn関数に

よって表せる．具体的には次が成り立つ．α1, α2, α3 ∈ Rを

(4.16) −α1 ≤ 0 < α2 ≤ α3

をみたすものとする．任意の a1 ∈ Rをとり，µ, b1, gを

µ =
C

2
(−α1 + α2 + α3) + 2mνa21 + 2ν2a21 + 2G,

b1 =
1

2

√
Cα1α2α3,

g =
C

4
(α1α2 − α2α3 + α3α1)
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により定義する．この時，−α1, α2, α3は ρ1の３次方程式Q(ρ1) = 0の解となり，

ρ1(t) = α3

[
1− α3 − α2

α3

sn2

(√
C(α3 + α1)

2
t,

√
α3 − α2

α3 + α1

)]
はR上で方程式 (4.15)をみたす．(なお，α2 = 0の時でも上の ρ1は (4.15)の解となる

が，主定理で構成する解とは関係がないのでここでは除いた．)

パラメタ a1, α1, α2, α3を次の関係で d, h, p, wに変換する．

d = α3, h =
a1√
α3

, p =

√
α3 − α2

α3 + α1

, w =

√
α3

α3 + α1

d, h, p, wの動く範囲は

(4.17) d > 0, −∞ < h <∞, 0 ≤ p < w ≤ 1

となり，a1, µ, b1, g及び ρ1(t)は d, h, p, wを用いて

a1 = h
√
d,(4.18)

µ =
d

2w2

[
−C(1 + p2 − 3w2) + 4(νm+ ν2)h2w2

]
+ 2G,(4.19)

b1 =
d3/2

√
C(1− w2)(w2 − p2)

2w2
,(4.20)

g =
Cd2

4w4
[(1− 2w2)(w2 − p2) + w2(1− w2)],(4.21)

ρ1(t) = d

[
1− p2

w2
sn2

(√
Cd

2w
t, p

)]
(4.22)

と表せる．

p = 0 の時，ρ1 は定数関数である．また，0 < p < 1 の時，ρ1 は最小周期が

4K(p)w/
√
Cdの周期関数である．(ここで K(p)は第一種完全楕円積分を表す．) こ

の時，t = 4lwK(p)/
√
Cd (l ∈ Z)で ρ1は最大値 α3をとり，t = 2(2l+ 1)wK(p)/

√
Cd

(l ∈ Z)で ρ1は最小値 α2をとる．

これまでの議論を逆にたどることにより，次が成立することが分かる．

補題 6. c1 = 1，c2, . . . , cm > 0とし，εj = 1 or −1，δj = 1 or −1 (j = 2, . . . ,m)，

ε1 = δ1 = 1とする．d, h, p, wを (4.17)をみたす実数とし，a1, µ, b1を (4.18),(4.19),(4.20)

で，ρ1 : R → Rを (4.22)で定義する．また aj, bj ∈ R, ρj : R → R, j = 2, . . . ,m を

(4.11),(4.12),(4.13)によって定義する．κj(t) =
√
ρj(t)と定義し，τj を (4.8)で，θj を

(4.5)で，ψjを (4.4)で定義する．この時，ψj : R → C, j = 1, . . . ,m は方程式 (4.3)の

解となる．従って，M 2m+1内のKirchhoff弾性棒 {γ,M}で，γの自然曲率ベクトルが
k = t(Reψ1, Imψ1, . . . ,Reψm, Imψm)，捩れ行列が aであるようなものが存在する．
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補題 6により，奇数次元空間形M 2m+1内のKirchhoff弾性棒 {γ,M}で，中心曲線 γ

が主定理の条件 (iii)をみたすものが作れた．

さらに，上で p ̸= 0ならば，(ii)がみたされることが次のようにして容易に分かる．γ

が螺旋ではないことを示すには，γのFrenet第 1曲率の平方 |∇TT |2が定数関数でない
ことを示せば十分である．(3.1)より |∇TT |2 = |k|2 =

∑m
j=1 ρj = Cρ1 であるが，p ̸= 0

より，これは定数関数ではない．よって γは螺旋ではなく，(ii)が示された．

以下で，さらに条件をつけると (i)がみたされることを示す．まず，k : R → R2m

が，もしもある点 t ∈ Rにおいて

(4.23) rank(k(t),k′(t), . . . ,k(2m−1)(t)) = 2m

をみたすならば，kの像 k(R)はR2mのどんな 2m− 1次元線形部分空間にも含まれな

い．従って命題 5より，γ : R → M 2m+1は充満であることが分かる．

よって rank(k(t),k′(t), . . . ,k(2m−1)(t)) を調べればよい．まず次が成り立つことが示

せる．

命題 7. 補題 6 で定義した k : R → R2mに対して rank(k(t),k′(t), . . . ,k(2m−1)(t)) ≤ 4

(∀t ∈ R)が成り立つ．

よってm ≥ 3の時は (4.23)は成り立たないことが分かる．以下ではm = 2，つまり

空間形の次元 n = 5と仮定する．

補題 8. m = 2とする．パラメタ d, h, p, wは (4.17)及び条件 h ̸= 0, w ̸= 1, p ̸= 0をみた

すとし，(ε2, δ2) = (−1, 1)とする．補題6のようにk : R → R2m，そしてKirchhoff弾性

棒{γ,M}を作る．この時，kはある点 t ∈ Rにおいて rank(k(t),k′(t),k′′(t),k′′′(t)) = 4

をみたす．従って γ : R → M 5は充満である．

ここでは補題 8の証明の詳細は述べないが，ε2と δ2の符号が異なることが本質的に

効いていることを注意しておく．

補題 8で作った γは，p ̸= 0より螺旋ではない．以上により，中心曲線 γが (i),(ii),(iii)

をみたすM 5内のKirchhoff弾性棒 {γ,M}が無限個作れた．
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