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1 はじめに

この講演では次の半線型ディラック方程式に対する初期値問題を考える :

Dψ ≡ (γ0∂t + γj∂j)ψ = F (ψ), (t, x) ∈ (0,∞) × R3, (1.1)

ψ(0, x) = εψ0(x), x ∈ R3. (1.2)

ここで，ψは C4値の未知関数であり，∂t = ∂/∂t, ∂j = ∂/∂xj (j = 1, 2, 3),また γµ (µ = 0, 1, 2, 3)
は次のように表されるディラック行列とする:

γ0 =

(
σ0 0
0 −σ0

)
, γj =

(
0 σj

−σj 0

)
(j = 1, 2, 3).

ここに，

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

はパウリ行列である．また，ε > 0 とし，ψ0 ∈ S(R3; C4) を仮定し，非線型項としては次のよう
な冪乗型のものを考える:

F (ψ) = O(|ψ|p), p > 1. (1.3)

さて，初期値問題 (1.1)-(1.2) に対して，Tzvetokov [5] は次の事実を示した:
• p > 2 ならば, 十分小さな ε に対して, (1.1)-(1.2) は時間大域的な古典解をもつ．
• p = 2 のとき, どんなに ε が小さくとも古典解が有限時間内に爆発するような初期値 ψ0 を選
べる非線型項が存在する．例えば, F (ψ) = |ψ|γ0ψ.
更に，次のような予想を与えている:

Tzvetokov 予想 非線型項 F (ψ) が C4 の定数ベクトル e を用いて

F0(ψ) = 〈ψ, γ0ψ〉e or F1(ψ) = 〈ψ, γ0γ5ψ〉e (1.4)

のように表せるとき，十分小さな ε に対して, (1.1)-(1.2) は時間大域的な古典解をもつ．但し，
〈 · , · 〉 は C4 の内積を表し，

γ5 =

(
0 σ0

σ0 0

)
.

ここでの目的は，Tzvetokov 予想を肯定的に解決する事である．
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定理 1.1. ψ0 ∈ S(R3; C4) とし，F (ψ) は F0(ψ) と F1(ψ) の一次結合で表されるものとする．
この時，正定数 C, ε0 が存在して，任意の ε ∈ (0, ε0] に対して初期値問題 (1.1)-(1.2) の古典解
ψ が [0,∞) × R3 において一意的に存在し

|ψ(t, x)| ≤ C(1 + t + |x|)−1(1 + |t − |x||)−1, (1.5)

|(I + xj |x|−1γjγ0)ψ(t, x)| ≤ C(1 + t + |x|)−2 log(2 + t + |x|) (1.6)

を満たす．更に, Dψ+ = 0 の解 ψ+ が存在し，次が成り立つ:

lim
t→∞

‖ψ(t) − ψ+(t)‖L2(R3) = 0. (1.7)

注意 1. 良く知られているように，D2 = (∂2
t −∆)I であるが，DF (ψ) は所謂，Klainerman の零

条件を満たさないので，非線型波動方程式系に対する零条件の下での大域存在定理 (cf. [2], [3])
を適用することはできない.

注意 2. 漸近公式 (1.7) により，上の定理で得られた大域解は漸近自由であることが分かる．

2 準備

固定された ω ∈ S2 に対して

P+(ω) ≡ P+ =
1
2
(I + ωjγ

jγ0), P−(ω) ≡ P− =
1
2
(I − ωjγ

jγ0)

と定める．この時，任意の φ, ψ ∈ C4 に対して

Fk(φ, ψ) = Fk(P+φ, P−ψ) + Fk(P+φ, P−ψ), k = 0, 1 (2.1)

が成り立つことに注意する．実際，φ, ψ ∈ C4 が

φ = P+φ + P−φ, ψ = P+ψ + P−ψ

と書き直せること，及び

Fk(P+φ, P+ψ) = Fk(P−φ, P−ψ) = 0 (2.2)

が確かめられることから (2.1) が成り立つ．
更に，いくつか記号を用意する: x ∈ R3 に対して r = |x|, ω = x/r, r∂r = x ·∇x とおく. また

Ω1 = (x2∂3 − x3∂2) +
1
2
γ3γ3, Ω2 = (x3∂1 − x1∂3) +

1
2
γ3γ1,

Ω3 = (x1∂2 − x2∂1) +
1
2
γ1γ2

と定め，Γ = {Γ0, Γ1, . . . ,Γ6} = {∂t, ∂1, ∂2, ∂3, Ω1, Ω2, Ω3} と表す. 多重指数 α = (α0, . . . , α6)
に対して Γα = Γα0

0 · · ·Γα6
6 と記す. 非負整数 m と滑らかな関数 ϕ に対し，

|ϕ(t, x)|m =
∑

|α|≤m

|Γαϕ(t, x)|, ‖ϕ(t)‖m =
∑

|α|≤m

‖Γαϕ(t)‖L2(R3)

と置く．交換子 [A,B] = AB − BA に関する代数ついてベクトル場 Γ は閉じているので，これ
らの量は well-defined である．

2



3 基礎となる不等式

まず，次の非斉次ディラック方程式を考える:

Dψ ≡ (γ0∂t + γj∂j)ψ = f(t, x), (t, x) ∈ (0,∞) × R3, (3.1)

ψ(0, x) = ψ0(x), x ∈ R3. (3.2)

任意の a = 0, . . . , 6 に対して，[Γa,D] = 0 が成り立つので，次ようなの L2 評価を得ることが
できる．

補題 3.1. ψ が (3.1)-(3.2) の解ならば，任意の非負整数 m に対して

‖ψ(t)‖m ≤ C

(
‖ψ0‖m +

∫ t

0
‖f(s)‖mds

)
, t ≥ 0 (3.3)

が成り立つ.

次に，(3.1)-(3.2) の解の各点評価を導く．そのために，方程式にD を作用させ，次の波動方
程式に対する考察に帰着させる．

(∂2
t − ∆)Iψ = Df(t, x), (t, x) ∈ (0,∞) × R3, (3.4)

ψ(0, x) = ψ0(x), (∂tψ)(0, x) = −γ0γj∂jψ0(x) + γ0f(0, x) x ∈ R3. (3.5)

波動方程式の解の各点評価は詳しく調べられており，Asakura [1], Yokoyama [6], Katayama-K
[4] などより次の評価式を得る．

補題 3.2. µ, ν ≥ 1 とし，ψ を (3.1)-(3.2) の解する．この時，任意の非負整数 m に対して，
ν = 1 または µ = 1 ならば

(1 + r)(1 + |t − r|)|ψ(t, x)|m ≤ C( sup
x∈R3

(1 + r)3|ψ0(x)|m+1 (3.6)

+ log(2 + t) sup
(t,x)∈[0,T )×R3

r(1 + t + r)ν(min{(1 + r), (1 + |t − r|)})µ|f(t, x)|m+1)

が成り立ち，ν > 1 かつ µ > 1 ならば

(1 + r)(1 + |t − r|)|ψ(t, x)|m ≤ C( sup
x∈R3

(1 + r)3|ψ0(x)|m+1 (3.7)

+ sup
(t,x)∈[0,T )×R3

r(1 + t + r)ν(min{(1 + r), (1 + |t − r|)})µ|f(t, x)|m+1)

が成り立つ.

非線型項の代数的構造から導かれる (2.1) を利用するには，次の補題が本質的である．

補題 3.3. Λ = {(t, x) ∈ [0, T ] × R3 | 0 ≤ t ≤ 2|x|, |x| ≥ 1} と置き，M > 0 とする．F (ψ) は
(1.3) を p = 2 として満たしているとする．もし (1.1) を満たす ψ に対して

sup
(t,x)∈Λ

|ψ(t, x)|1(1 + t + r)(1 + |t − r|) ≤ M (3.8)

が成り立つなら，任意の (t, x) ∈ Λ に対して次を得る:

|P+(ω)ψ(t, x)| ≤ C(M + M2)(1 + t + r)−2 log(2 + t + r|). (3.9)
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証明の概略 恒等式

　∇x = ω∂r − r−1O, O = ω ∧ x ∧∇x

を用いると，(1.1) から

(γ0∂t + ωjγ
j∂r)ψ = r−1Ojγ

jψ + F (ψ)

を得る．この両辺に P+(ω)γ0 を掛けると

　 (∂t − ∂r)P+ψ = P+γ0(r−1Ojγ
jψ + F (ψ)) =: G(ψ) (3.10)

が従う．(t, x) ∈ Λ のとき，r ≥ C(1 + r + t) が成り立つので，仮定 (3.8) より，

|G(ψ(t, x))| ≤ C(M(1 + r + t)−2(1 + |t − r|)−1 + M2(1 + r + t)−2(1 + |t − r|)−2)

と評価できる．ここで，t0 ∈ [0, T ], x0 = r0 ω0 ∈ R3 を固定し，直線 {(s, (r0 + (t0 − s))ω0) | s ∈
[0, t0]} に沿って (3.10) を積分すると (3.9) を得る． ¤

4 定理の証明の方針

初期値問題 (1.1)–(1.2) の局所解の存在は容易に示す事ができるので，アプリオリ評価を行え
ば良い．即ち，k を自然数, M ≥ 1, ε ∈ (0, ε0], Mε ≤ 1 として，

sup
(t,x)∈[0,T )×R3

|ψ(t, x)|k ≤ Mε =⇒ sup
(t,x)∈[0,T )×R3

|ψ(t, x)|k ≤ Mε/2

を示すことにより，局所解を時間大域的に延長することができる．上の命題を示すには，前節で
紹介した不等式を用いて，非線型波動方程式の大域可解性の証明と同様の議論を実行すれば良い
(cf. [4])．
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