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0. 始めに

量子ウォークの分野では、グラフの同型問題について、グラフのスペクトラムを通していろいろなアプ

ローチがなされている。特に、グラフの Grover遷移行列を使った、グラフの同型に関する予想が提出され、

Grover遷移行列やその positive supportのスペクトラムが求められた。そして、Grover遷移行列とグラフの

ゼータ関数の行列式表示に現れる行列が、密接に、関連することが判明した。

今回は、グラフの Iharaゼータ関数と第２種 weightedゼータ関数の行列式表示を用いて、Grover遷移行列

等のスペクトラムを、系統的に与えることができたので、それらについて報告する。

1. グラフのゼータ関数

グラフのゼータ関数は、1966年に、Ihara [19]による、PGL(2, F ) (F : p-進体)のある離散群の共役類の

数え上げに関連する p-進 Selbergゼータ関数 (Ihara-Selbergゼータ関数、簡単に、Iharaゼータ関数)から始

まった。その後、1980年に、 Serre [32]により、Iharaゼータ関数は正則グラフのゼータ関数であることが指

摘され、これを受けて、1986年、Sunada [36,37]により、正則グラフに対しての Iharaゼータ関数のグラフ

理論的定義及び、Iharaの定理のグラフ理論的証明が与えられた。一方、Hashimoto [16]は、1989年に、半

正則２部グラフの Iharaゼータ関数の行列式表示を与えた。

一般のグラフに対する拡張としては、先ず、1990 年に、Hashimoto [17] により、edge matrix を用いた

Iharaゼータ関数の行列式表示が与えられ、1992年、Bass [5]により、Iharaゼータ関数の隣接行列を用いる

行列式表示が得られた。

別の拡張としては、群の growthの研究に絡み、1999年に、Bartholdi [4]により、２変数のグラフのゼー

タ関数である Bartholdiゼータ関数が定義された。これは一種の重み付きゼータ関数と見なされる。

1.1. グラフの Iharaゼータ関数の定義

最も有名なゼータ関数である、リーマンのゼータ関数は、

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

, s = σ + it ∈ C

のように定義され、オイラー積で表示することができる：

ζ(s) =
∏
p

(1 − p−s)−1, p : 素数.

リーマンのゼータ関数の類似物をグラフの上で考えるならば、無限級数の形での定義は期待できない。そこ

で、素数に対応して、prime, reduced cyclesの同値類を考え、さらに、オイラー積表示を用いて、グラフ版の

ゼータ関数が定義された。その Iharaゼータ関数で見られる cycleは、離散群の原始的共役類のグラフ的解釈

であり、結果として、その cyclesの数え上げにもなっている。ゼータ関数の一般化においては、どれもこの類

の “オイラー積”が基本となっている。
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グラフG = (V,E) を、次のような V と E の対とする。V = V (G) は 点 の有限集合、E = E(G) は

V の２点 u, v を結ぶ 辺uv = {u, v} の族 (同じものを含む集合)。G の各辺 uv を、(u, v), (v, u) ∈ V × V

で置き換えた symmetric digraph を、DG = (V,D(G)) とする。(u, v) を arc という。G の arcs の集合

を、D(G) = {(u, v), (v, u)|uv ∈ E(G)} とおく。e = (u, v) ∈ D(G) について、u, v をそれぞれ、e の

始点,終点 といい、u = o(e), v = t(e) とかく。また、e−1 = (v, u) を e = (u, v) の inverse という。G の

path P = (e1, · · · , en) は、ei ∈ D(G), t(ei) = o(ei+1)(1 ≤ i ≤ n − 1) なる e1, · · · , en の列である。n を P

の長さといい、|P | = nとかく。o(P ) = o(e1), t(P ) = t(en)とおき、P を (o(P ), t(P ))-pathという。path

P = (e1, · · · , en)の backtracking (もしくは、bump)とは、e−1
i+1 = ei なる部分をいう。o(e1) = t(en)のと

き、path P = (e1, · · · , en)は cycleという。

２つの cycle C1 = (e1, · · · , en) と C2 = (e′1, · · · , e′n) が 同値 とは、ある自然数 k について、e′i = ei+k と

なることである。ここで、添字は mod n で考える。[C] で C を含む同値類を表す。cycle B の r乗Br は、

B と同じ向きに、同じ始点から r 周してできる cycle である。cycle C が reduced とは、C と C2 がともに

backtrackingをもたないことである。また、cycle C が primeとは、他の cycle B について C ̸= Br となる

ことである。グラフ Gの prime, reduced cycleの同値類は、Gのある点 v に対する Gの基本群 π1(G, v)の

ただ一つの原始的共役類に対応する。

定義 1 (Sunada) グラフ Gの Iharaゼータ関数を以下のように定義する:

Z(G, u) = ZG(u) =
∏
[C]

(1 − u|C|)−1.

ここで、[C]は Gの prime, reduced cycleの同値類全体を動き、|C|は C の長さである ([36]を見よ)。また、

u ∈ Cで、|u|が十分小さいものとする。

1.2. Iharaの定理

G を n 点 v1, · · · , vn を持つ連結単純グラフとするとき、G の 隣接行列A(G) = (aij)1≤i,j≤n を、vivj ∈
E(G)(あるいは、(vi, vj) ∈ D(G)) のとき aij = 1, さもなければ、aij = 0 と定義する。点 vi の 次数

を、deg Gvi = |{vj | vivj ∈ E(G)}| と定義する。G の各点 v について、deg Gv = k(一定) のとき、G を

k-正則グラフという。

正則グラフの Iharaゼータ関数について、リーマンのゼータ関数と同様に、有理性、関数等式、リーマンの

予想の類似が成立する ([38]を見よ)。

定理 1 (Ihara) Gが連結 (q + 1)-正則グラフのとき、Gの Iharaゼータ関数は次のように与えられる:

ZG(u) = (1 − u2)−(m−n) det(In − A(G)u + qu2In)−1 = exp(
∑
k≥1

Nk

k
uk).

ここで、m = |E(G)|, n = |V (G)|である。また、Nk は Gの長さ k の reduced cyclesの個数を表す。

1.3. 非正則グラフの Iharaゼータ関数

Gを n点 v1, · · · , vn と、m辺を持つ連結グラフとするとき、n×n対角行列D = (dij)を、dii = deg Gvi と

定義する。また、２つの 2m× 2m行列B = B(G) = ((B)e,f )e,f∈D(G) and J0 = J0(G) = ((J0)e,f )e,f∈D(G)

を、次のように与える：

(B)e,f =
{

1 if t(e) = o(f),
0 otherwise, (J0)e,f =

{
1 if f = e−1,
0 otherwise.
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B − J0 は Gの edge matrixと呼ばれる。

定理 2 (Hashimoto; Bass) 連結グラフ Gについて、

ZG(u)−1 = det(I2m − u(B − J0)) = (1 − u2)m−n det(In − uA(G) + u2(D − In)) = exp(−
∑
k≥1

Nk

k
uk).

ここで、m = |E(G)|, n = |V (G)|. また、Nk は Gの長さ k の reduced cyclesの個数を表す。

本講演で扱うゼータ関数は、隣接行列、または、その類似による表示ができない場合でも、cycleの表現と

相性が良い edge matrix、または、その類似物によってすべて表示できる。

ここで、Iharaゼータ関数について、以下の Remarkを挙げておく：

• 一般の連結グラフ Gの Iharaゼータ関数の収束半径 Rについて、(∆(G) − 1)−1 < R < (δ(G) − 1)−1

であることがわかっている ([23]を見よ)。ここで、∆(G),δ(G)は、Gの最大次数、最小次数である。

• 一般のグラフのリーマン予想の類似は定式化されておらず、Lubotzky [24], Stark and Terras [35]に

よって、２，３のリーマン予想の類似が提案されている。

• 整数論の類数公式のグラフ理論版は、Hashimoto [17], Northshield [29]、素数定理のグラフ理論版は、

Hashimoto [18], Terras [39]によって得られている。

　

1.5. グラフの weightedゼータ関数

グラフの weightedゼータ関数は、Hashimoto [16]によって、辺に重みを与えることにより、最初に定義さ

れ、その後、Stark and Terras [34]により、グラフGの arcに重みを与えることにより、以下のように一般化

された：Gを連結グラフ、D(G) = {e1, . . . , em, em+1, . . . , e2m}(em+i = e−1
i (1 ≤ i ≤ m))とするとき、2m

個の複素数値 u =: (u1, . . . , u2m) を導入し、各 cycle C = (ei1 , . . . , eik
) の重みを、g(C) = ui1 · · ·uik

とし

て、Gの edgeゼータ関数 ζG(u)を、

ζG(u) =
∏
[C]

(1 − g(C))−1

と定義する。ここで、[C]は Gの prime, reduced cycleの同値類全体を動く。

定理 3 (Stark and Terras) m辺の連結グラフ Gについて、

ζG(u)−1 = det(I2m − (B − J0)U) = det(I2m − U(B − J0)).

ここで、U = diag(u1, . . . , u2m)は、重み u1, . . . , u2m の対角行列である。

一方、Mizuno and Sato [27]は、グラフ Gの重み付き隣接行列での行列式表示を目指すべく、uk = w(ek)t

として、グラフ Gの weightedゼータ関数を定義した。Gを連結グラフ、V (G) = {v1, · · · , vn}とするとき、
n × n行列W = (wij)1≤i,j≤n を考える。(vi, vj) ∈ D(G)のとき、ij 成分は 0でない複素数 wij、さもなけ

れば、wij = 0とする。W = W(G)を Gの weighted matrixという。w(vi, vj) = wij , vi, vj ∈ V (G)かつ、

w(e) = wij , e = (vi, vj) ∈ D(G) とおく。G の各 path P = (e1, · · · , er) について、 P の norm w(P ) を、

w(P ) = w(e1) · · ·w(er)とおく。このとき、Gの第１種 weightedゼータ関数は、

Z(G,w, t) =
∏
[C]

(1 − w(C)t|C|)−1
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と定義される。ここで、[C]は Gの prime, reduced cyclesの同値類を動く。第１種 weightedゼータ関数は、

edgeゼータ関数の別表現と言える。

定理 4 (Mizuno and Sato) Gを n点の連結グラフ、W = W(G)を Gの weighted matrixとするとき、

wが交代的、即ち、各 e ∈ D(G)について、w(e−1) = w(e)−1 ならば、

Z(G,w, t)−1 = (1 − t2)m−n det(In − tW(G) + t2(D − In)).

w が交代的ならば、Z(G,w, t)の第１種 weighted matrixによる行列式表示は可能であることがわかった。

このことから、Gの edgeゼータ関数 ζG(u)はどのような重み uに対して、Gの位数 (Gの点の個数)次の行

列で行列式表示が可能かという問題提起と同時に、uのある種の交代性の下で可能という予想も挙げられる。

最近、Watanabe and Fukumizu [40]により、“無条件”に Gの位数次の行列で, ζG(u)が行列式表示される

ことで、意外な形で解決されたことを付記しておく。ただし、その位数次行列が weighted matrixでないこと

も併せて注意しておく。

2. 量子ウォークとグラフの同型問題　

量子ウォークは、ランダムウォークの量子化、非可換化であり、「内部状態」を持つ粒子が移動すると考え

る。ランダムウォークはブラウン運動の離散近似であり、ブラウン運動はランダムウォークの極限である。

中心極限定理はランダムウォークの確率分布の極限が、正規分布ということを述べているが、上のことか

ら、中心極限定理はブラウン運動の確率分布を与えていることがわかる。

2.1. 量子ウォークとグラフの同型問題の歴史的背景

量子ウォークは、以下の３つの立場から導入された：

• 量子確率論：1988年 Gudder [15].

• 量子セルオートマトン： 1996年Meyer [26].

• 量子コンピュータ： 2000年 Nayak and Vishwanath [28];

2001年 Ambainis, Bach, Nayak, Vishwanath and Watrous [2];

2001年 Aharonov, Ambainis, Kempe and Vazirani [1].

上記５つにおいて、離散時間量子ウォークが導入され、その性質が研究された。

2002 年 Childs, Farhi and Gutmann [6] によつて、連続時間量子ウォークが導入された。また、2002 年

Konno [20]によって、１次元２状態離散時間量子ウォークの極限定理が導かれた。その極限分布は正規分布

と異なる。

グラフの同型問題に関するものとしては、2006年 Emms, Hancock, Severini and Wilson [10]により、グ

ラフの Grover 遷移行列とその positive support のスペクトラムが求められ、グラフの同型問題について有

力な予想が提出された。2008 年 Emms [9] は、グラフの Grover遷移行列を使って、グラフの離散時間量子

ウォークを提唱。2010年 Ren, Aleksic, Emms, Wilson and Hancock [30]は、グラフの Grover遷移行列の

positive supportの転置行列が、Iharaゼータ関数の行列式表示に出てくる edge matrixに等しいことを示し

た。2011年 Konno and Sato [22]により、Iharaゼータ関数と第２種 weightedゼータ関数の行列式表示を用

いて、グラフの Grover遷移行列とその positive supportの特性多項式が明示され、それらのスペクトルが与

えられた。

2.2. ランダムウォーク ([21])

１次元古典ランダムウォークを考える。１次元整数格子Zの原点から粒子が出発し、左右にランダムウォー
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クする。単位時間に、左に確率 p、右に確率 q = 1 − p (1 ≤ p ≤ 1)で 1移動。各時刻で各場所における粒子

の存在確率を求める。

例えば、原点から５回で-1に到達する場合を考えると、左左左右右、右左右左左…で、-1に到達する。pが

３個、q が２個の列が対応する。

原点から出発して、時刻 n(n = 1, 2, . . .) で場所 k(k = 0,±1,±2, . . .) に、粒子が存在する確率を求める。

左に l回、右にm回とすると、l + m = n, −l + m = k となり、

l =
n − k

2
,m =

n + k

2
.

各ルートの確率は plqn−l で、ルートには pが l個、q が n − l個の列が対応するから、nCl 個のルートがあ

る。Xn を原点から出発して、時刻 nで到達する場所とすると、求める確率は、

P (Xn = k) = nClp
lqn−l

となり、Xn は２項分布する。確率の総和は、

n∑
k=−n

P (Xn = k) =
n∑

l=0

nClp
lqn−l = (p + q)n = 1.

ランダムウォークの極限定理が、中心極限定理で、p = q = 1/2のとき、

lim
n→∞

P (a ≤ Xn√
n
≤ b) =

∫ b

a

1√
2π

exp(−x2

2
)dx.

1/
√

2π exp(−x2/2) は、標準正規分布 N(0, 1)の確率密度関数である。

2.3. 離散時間量子ウォーク ([21,25])

１次元２状態離散時間量子ウォーク、つまり、１次元整数格子 Z上の格子点を最近接に移動する量子ウォー

クを考える。

各格子点 k ∈ Zに、

ψk =
[

αk

βk

]
∈ C2

を考える。これが粒子の「内部状態」に当たる。但し、

∞∑
k=−∞

||ψk||2 =
∞∑

k=−∞

(|αk|2 + |βk|2) = 1

とする。ψk を量子ビット、αk, βk を確率振幅という。

次に、ユニタリ行列

U =
[

a b
c d

]
を考える。このとき、|a|2 + |b|2 = |b|2 + |c|2 = 1、ab̄ + cd̄ = 0, c = −∆b̄, d = ∆ā(∆ = ad − bc). ランダム

ウォークの p,q に対応するものとして、

P =
[

a b
0 0

]
,Q =

[
0 0
c d

]
を考えると、U = P + Q に 1 = p + q が対応して、p, q の非可換化になる。
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ψn
k =

[
αn

k

βn
k

]
を時刻 n(n = 1, 2, . . .)の場所 k(k = 0,±1,±2, . . .)の量子ビットとし、時間発展を、

ψn
k = Pψn−1

k+1 + Qψn−1
k−1

で与える。

簡単のため、初期量子ビット (n = 0)は、

ψ0
0 = φ =

[
α
β

]
∈ C2, ψ0

k =
[

0
0

]
(k ̸= 0)

とする。ここで、||φ||2 = |α|2 + |β|2 = 1である。即ち、時刻 0で量子ビット φをもって、原点を出発する量

子ウォークを考える。

n = 1のとき、

ψ1
1 = Pψ0

2 + Qψ0
0 =

[
a b
0 0

] [
0
0

]
+

[
0 0
c d

] [
α
β

]
=

[
0

cα + dβ

]
,

ψ1
−1 = Pψ0

0 + Qψ0
−2 =

[
a b
0 0

] [
α
β

]
+

[
0 0
c d

] [
0
0

]
=

[
aα + bβ

0

]
.

k ̸= ±1ならば、k ± 1 ̸= 0より、

ψ1
k = Pψ0

k+1 + Qψ0
k−1 =

[
a b
0 0

] [
0
0

]
+

[
0 0
c d

] [
0
0

]
=

[
0
0

]
.

n = 2のとき、

ψ2
0 = Pψ1

1 + Qψ1
−1 =

[
a b
0 0

] [
0

cα + dβ

]
+

[
0 0
c d

] [
aα + bβ

0

]
=

[
b(cα + dβ)
c(aα + bβ)

]
.

同様にして、

ψ2
2 =

[
0

d(aα + bβ)

]
, ψ2

−2 =
[

a(cα + dβ)
0

]
.

k ̸= 0,±2ならば、k ± 1 ̸= ±1より、

ψ2
k =

[
0
0

]
.

Xn を時刻 nにおける量子ウォークとして、時刻 nで場所 k に粒子が存在する確率を、

P (Xn = k) = ||ψn
k ||2 = |αn

k |2 + |βn
k |2

で定義する。

例 アダマールウォーク　

U =
1√
2

[
1 1
1 1

]
,

[
α
β

]
=

1√
2

[
1
i

]
のとき、離散時間量子ウォークをアダマールウォークという。このとき、確率は以下のようになる：
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n/k -2 -1 0 1 2 計

0 0 0 1 0 0 1

1 0 1/2 0 1/2 0 1

2 1/4 0 1/2 0 1/4 1

一般に、１次元２状態離散時間量子ウォークの n → ∞の確率分布 (極限分布)を与えたのが、以下の今野

の定理 ([20]を見よ)である。

定理 5 (Konno) 量子ビット [
α
β

]
(|α|2 + |β|2 = 1)

でもって、原点から出発する量子ウォークについて、

Xn

n
−→ Z (n → ∞) [弱収束]

即ち、

lim
n→∞

P (u ≤ Xn

n
≤ v) =

∫ v

u

√
1 − |a|2

π(1 − z2)
√

|a|2 − z2
{1 − (|α|2 − |β|2 +

aαb̄β̄ + āᾱbβ

|a|2
z}dz.

例　アダマールウォークのときは、

lim
n→∞

P (u ≤ Xn

n
≤ v) =

∫ v

u

1
π(1 − z2)

√
1 − z2

dz

となる。

2.4. グラフ上の離散時間Grover量子ウォーク

Gを n点、m辺のグラフとし、Gの点 vの次数を dv = deg Gvと略記する。D(G)上の離散時間量子ウォー

クを Emms [9]に従って考える。

D(G)の各 arc e = (u, v)について、pureな状態x⃗e = x⃗uv を指定し、{x⃗e | e ∈ D(G)}が、ヒルベルト空間
C2m の正規直交底となるようにする。arc (u, v)から arc (w, x)への遷移は、v = w のときのみ生ずるとす

る。量子ウォークの状態は、

ψ =
∑

(u,v)∈D(G)

αuvx⃗uv, αuv ∈ C

とし、x⃗uv の存在確率を、
P (x⃗e) = αuvαuv

で与える。但し、 ∑
(u,v)∈D(G)

αuvαuv = 1

とする。

古典的離散時間ランダムウォークにおいて、状態 ψt+1, ψtの関係はユニタリ行列Uを通して、ψt+1 = Uψt

のように与えられるので、これに倣って、D(G) 上の離散時間量子ウォークは、次の Grover遷移行列U =

(U(w,x),(u,v))([14]を見よ):

U(w,x),(u,v) =

 2/dv if v = w, x ̸= u,
2/dv − 1 if v = w, x = u,
0 otherwise
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によって、時間発展が与えられる。このようにしてできる D(G) 上の離散時間量子ウォークを、G の

離散時間 Grover量子ウォークという。

例 Gを、V (G) = {u, v, w, x}で、D(G) = {(u, v), (v, u), (v, w), (w, v), (v, x), (x, v)}なるグラフとする。
D(G)の orderを、(u, v), (v, u), (w, v), (v, w), (x, v), (v, x)とするとき、Grover遷移行列Uは、

U =


0 1 0 0 0 0

−1/3 0 2/3 0 2/3 0
0 0 0 1 0 0

2/3 0 −1/3 0 2/3 0
0 0 0 0 0 1

2/3 0 2/3 0 −1/3 0


となる。

今、ψt = ax⃗uv − bx⃗wv (a2 + b2 = 1) のとき、ψt+1 = Uψt = aUx⃗uv − bUx⃗wv となり、x⃗uv =
T (100000),x⃗wv = T (001000)より、

ψt+1 = aT (0 − 1/3 0 2/3 0 2/3) − bT (0 2/3 0 − 1/3 0 2/3)

= (−1/3a − 2/3)x⃗vu + (2/3a + 1/3b)x⃗vw + 2/3(a − b)x⃗vx

となる。ここで、(−1/3a − 2/3)2 + (2/3a + 1/3b)2 + 4/9(a − b)2 = a2 + b2 = 1.

グラフ上の離散時間 Grover量子ウォークの確率の極限定理などの解析は、全く手つかずである。

2.5. グラフの同型問題

２つのグラフ G,H が同型、即ち、G ∼= H となるのは、全単射 f : V (G) −→ V (H)が存在して、uv ∈ E(G)

で有るのは、f(u)f(v) ∈ E(H)のとき、そしてそのときに限ることである。このとき、グラフの同型問題は、

次のように与えられる。

グラフの同型問題　２つのグラフ G, H について、G ∼= H かどうかを判定せよ。

この問題は難しい。次のような問題も考えられている。

問題２　任意のグラフ G,H について、

G ∼= H ⇔ f(G) = f(H)

を満たすグラフの不変量 f(G)は存在するか。

グラフの特性多項式 Φ(G;λ) = det(λI − A(G)) は、その様な不変量になり得ない。Φ(G;λ) = Φ(H;λ)

かつ G ̸∼= H となるグラフ G,H が存在する ([3])。また、Iharaゼータ関数もその様な不変量になり得ない。

Z(G, u) = Z(H;u)かつ G ̸∼= H となるグラフ G, H が存在する ([7])。

一方、量子ウォークを用いて、Shiau, Joynt and Coopersmith [33], Emms, Severini, Wilson,and Hancock

[11], Douglas and Wang [8], Gamble, Friesen, Zhou, Joynt and Coopersmith [12]によって、グラフの同型

判定アルゴリズムや、グラフの同型問題に対する新しいアプローチが提案されている。

また、Emms, Hancock, Severini and Wilson [10]により、問題２を部分的に肯定する予想が提出された。

実正方行列A = (aij)について、Aの positive support A+ = (a+
ij)は、

a+
ij =

{
1 if aij > 0,
0 otherwise

と定義される。
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予想 1 (Emms, Hancock, Severini and Wilson) G,H が同じパラメーターを持つ、強正則グラフ の

とき、
G ∼= H ⇔ Spec((U(G)3)+) = Spec((U(H)3)+).

ここで、Spec(F)は正方行列 Fのスペクトル (固有値全体)、U(G)は Gの Grover遷移行列である。

Gが強正則グラフ、あるいは、パラメーター n, k, λ, µを持つ、(n, k, λ, µ)-グラフとは、次の４つの条件を

満たすことである：

• |V (G)| = n；

• Gの各点の次数 v は、dv = k；

• 隣接する任意の２点 u, v は、λ個の点に隣接する；

• 隣接しない任意の２点 x, y は、µ個の点に隣接する。　

例えば、完全２部グラフ Kn,n は、(2n, n, 0, n)-グラフである。正則グラフにすると予想は不成立。14点の

正則グラフの反例が有る ([10])。また、同型でない (16, 6, 2, 2)-グラフは 2個であり、同型でない (36, 15, 6, 6)-

グラフは 32,548通りあることがわかっている ([11])。Emms et al [11]は、いくつかの場合について、予想が

成立することを確かめた。

もし、予想が成立するならば、小さいグラフの族 (無限集合?) において、Spec((U(G)3)+)、あるいは、

Φ((U(G)3)+;λ)が、問題２の不変量を与えることになる。

3. グラフの第２種 weightedゼータ関数とGrover遷移行列の特性多項式

3.1. グラフの第２種 weightedゼータ関数

G を n 点、m 辺をもつ連結グラフ、W = W(G) を G の weighted matrix とする。このとき、2 つの

2m × 2m行列 Bw = Bw(G) = (B(w)
e,f )e,f∈D(G) と J0 = J0(G) = (Je,f )e,f∈D(G) は次のように与えられる：

B(w)
e,f =

{
w(f) if t(e) = o(f),
0 otherwise ,Je,f =

{
1 if f = e−1,
0 otherwise.

このとき、Gの第 2種 weightedゼータ関数は、次のように定義される：

Z1(G, w, t) = det(In − t(Bw − J0))−1.

各 e ∈ D(G)について w(e) = 1ならば、Gの第 2種 weightedゼータ関数は、Gの Iharaゼータ関数である。

グラフの第 2種 weightedゼータ関数の行列式表示は、次のようになる ([31]を見よ)。

定理 6 (Sato) G を連結グラフ、W = W(G) を G の weighted matrix とする。このとき、G の第 2 種

weightedゼータ関数は、次のように与えられる：

Z1(G,w, t)−1 = (1 − t2)m−n det(In − tW(G) + t2(Dw − In)).

ここで、n =| V (G) |, m =| E(G) |で、Dw = (dij)は、 dii =
∑

o(e)=vi
w(e), V (G) = {v1, · · · , vn}なる対

角行列とする。

3.2. Grover遷移行列の特性多項式

ここで、グラフの Grover遷移行列の特性多項式を与える。

Gを n点、m辺の連結グラフとするとき、n × n行列 T(G) = (Tuv)u,v∈V (G) を次のように与える：

Tuv =
{

1/(deg Gu) if (u, v) ∈ D(G),
0 otherwise.
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定理 7 (Konno and Sato) Gを n点 v1, . . . , vn と m辺をもつ連結グラフとする。Gの Grover遷移行列

Uの特性多項式：

det(λI2m − U) = (λ2 − 1)m−n det((λ2 + 1)In − 2λT(G)) =
(λ2 − 1)m−n det((λ2 + 1)D − 2λA(G))

dv1 · · · dvn

.

Proof. Gを n点、m辺の連結グラフとし、V (G) = {v1, . . . , vn}、D(G) = {e1, . . . , em, e−1
1 , . . . , e−1

m }と
する。各 j = 1, . . . , nについて dj = dvj = deg vj とおく。このとき、2m × 2m行列 Bd = (Bef )e,f∈D(G)：

Bef =
{

2/do(f) if t(e) = o(f),
0 otherwise

　を考える。定理 6により、

det(I2m − t(Bd − J0)) = (1 − t2)m−n det(In − tWd(G) + t2(Dd − In)).

ここで、Wd(G) = (wuv)u,v∈V (G) とDd = (duv)u,v∈V (G) は次のように与えられる：

wuv =
{

2/du if (u, v) ∈ D(G),
0 otherwise, duv =

{
2 if u = v,
0 otherwise.

また、
dj × (2/dj) = 2 (1 ≤ j ≤ n)

に注意する。これから、

det(I2m − t(T Bd − T J0)) = (1 − t2)m−n det(In − tWd(G) + t2In).

ところで、
T Bd − T J0 = U and Wd(G) = 2T(G).

従って、
det(I2m − tU) = (1 − t2)m−n det((1 + t2)In − 2tT(G)).

今、t = 1/λとおくと、

det
(
I2m − 1

λ
U

)
=

(
1 − 1

λ2

)m−n

det
((

1 +
1
λ2

)
In − 2

λ
T(G)

)
を得る。これから、

det(λI2m − U) = (λ2 − 1)m−n det((λ2 + 1)In − 2λT(G)).

次に、
T(G) = D−1A(G).

このとき、
det(λI2m − U) = (λ2 − 1)m−n det((λ2 + 1)In − 2λD−1A(G))

= (λ2 − 1)m−n detD−1 det((λ2 + 1)D − 2λA(G)).

detD−1 = 1/(dv1 · · · dvn)だから、

det(λI2m − U) = 　
(λ2 − 1)m−n det((λ2 + 1)D − 2λA(G))

dv1 · · · dvn

.

Q.E.D.

定理 7より、Grover遷移行列Uのスペクトルを、行列 T(G)スペクトルで表示する ([10])。
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Corollary 1 (Emms, Hancock, Severini and Wilson) G を n 点と m 辺をもつ連結グラフとする。

Grover遷移行列Uの固有値のうち、2n個は、

λ = λT ± i
√

1 − λ2
T .

ここで、λT は行列 T(G) の固有値である。U の残りの 2(m − n) 個の固有値は ±1 であり、同じ多重度を

もつ。

Proof. 定理 7より、

det(λI2m − U) = (λ2 − 1)m−n
∏

λT ∈Spec(T(G))

(λ2 + 1 − 2λT λ).

λ2 + 1 − 2λT λ = 0を解くと、

λ = λT ± i
√

1 − λ2
T

が得られ、結果が出る。Q.E.D.

Emms et al. [10]は、Grover遷移行列の成分を調べ、行列の固有ベクトルの性質を用いて、Grover遷移行

列のスペクトルを決定した。

Gが正則グラフのとき、Grover遷移行列Uの固有値は次のようになる。

Corollary 2 G を n 点 v1, . . . vn と m 辺をもつ連結 k-正則グラフとする。Grover遷移行列 Uの固有値の

うち、2n個は、

λ =
λA ± i

√
k2 − λ2

A

k
.

ここで、λA は行列 A(G) の固有値である。U の残りの 2(m − n) 個の固有値は ±1 であり、同じ多重度を

もつ。

Proof. 定理 7の第２式より、D = kIn とおくと、

det(λI2m − U) =
(λ2 − 1)m−n

dv1 · · · dvn

∏
λA∈Spec(A(G))

(kλ2 + k − 2λAλ).

kλ2 + k − 2λAλ = 0を解くと、

λ =
λA ± i

√
k2 − λ2

A

k

が得られ、結果が出る。Q.E.D.

3.2. Grover遷移行列の positive supportの特性多項式

正則グラフ Gの Grover遷移行列の positive support U+ のスペクトルを、隣接行列 A(G)のスペクトル

で表示する ([10])。

Ren, Aleksic, Emms, Wilson and Hancock [30]は、Grover遷移行列の positive support U+ と、Ihara

ゼータ関数の行列式表示に現れる edge matrixの関係を導いた。

定理 8 (Ren, Aleksic, Emms, Wilson and Hancock) Gを連結グラフ、Gの最小次数 δ は δ(G) ≥ 2

とする。また、B−J0 を Gの Perron-Frobenius operator、あるいは、edge matrixとし、UはGの Grover

遷移行列とする。このとき、B − J0 はUの positive supportの転置行列である：

B − J0 = (T U)+.
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定理 2と定理 8より、Grover遷移行列の positive support U+ の特性多項式を得る。

定理 9 (Konno and Sato) Gを n点 v1, . . . , vn と m辺をもつ連結グラフとする。Gの Grover遷移行列

の positive support U+ の特性多項式：

det(λI2m − U+) = (λ2 − 1)m−n det((λ2 − 1)In − λA(G) + D).

Proof. 定理 2と定理 8より、

det(λI2m − uU+) = det(I2m − u(T B − T J0))

= det(I2m − u(B − J0))

= (1 − t2)m−n det(In − uA(G) + u2(D − In)).

今、u = 1/λとおくと、

det
(
I2m − 1

λ
U+

)
=

(
1 − 1

λ2

)m−n

det
(
In − 1

λ
A(G) +

1
λ2

(D − In)
)

を得る。これから、

det(λI2m − U+) = (λ2 − 1)m−n det((λ2 − 1)In − λA(G) + D).

Q.E.D.

定理 9より、正則グラフ Gの Grover遷移行列の positive support U+ のスペクトルを、隣接行列 A(G)

のスペクトルで表示する

Corollary 3 (Emms, Hancock, Severini and Wilson) Let G を n 点と m 辺をもつ連結 k-正則グラ

フ、δ(G) ≥ 2とする。Grover遷移行列の positive support U+ の固有値のうち、2n個は、

λ =
λA

2
± i

√
k − 1 − λ2

A/4.

ここで、λA はA(G)の固有値である。U+ の残りの 2(m − n)個の固有値は ±1であり、同じ多重度をもつ。

Proof. 定理 9より、D = kIn とおくと、

det(λI2m − U+) = (λ2 − 1)m−n det(λ2 + k − 1)In − λA(G))

= (λ2 − 1)m−n
∏

λA∈Spec(A(G))(kλ2 + k − 1 − λAλ).

kλ2 + k − 1 − λAλ = 0を解くと、

λ =
λA

2
± i

√
k − 1 − λ2

A/4

が得られ、結果が出る。Q.E.D.

最後に、Spec(U), Spec(U+), Spec((U2)+)が、予想の不変量にならない理由をを述べる。

G,H を２つの (n, k, λ, µ)-グラフ (強正則グラフ)とすると、

Spec(A(G)) = Spec(A(H)) = {k, θ, τ}.

ここで、

θ =
(λ − τ) +

√
∆

2
, τ =

(λ − τ) +
√

∆
2

,∆ = (λ − τ)2 + 4(k − µ)
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で、θ, τ の多重度は n, k, λ, µで決まる ([13]を見よ)。

Cor 2、 Cor 3と Emms et al [10]の結果より、U,U+, (U2)+ の固有値は、隣接行列の固有値で決まる。

これから、

Spec(U(G)) = Spec(U(H)), Spec(U(G)+) = Spec(U(H)+), Spec((U(G)2)+) = Spec((U(H)2)+).

よって、G ∼= H は、Spec(U), Spec(U+), Spec((U2)+)で判定できない。

4. Further Remark

(1) 定理 9を用いて、(U2)+ の特性多項式を導き、そのスペクトルをA(G)のスペクトルで表示できる。

(2) これからの課題：

1. (U3)+ の形の決定

2. (U3)+ の特性多項式、スペクトルの決定 −→ 予想の解決に至るか?

3. (Un)+ の特性多項式の決定

1,2,3は、誰もやっていない。特に、3はかなり、困難と思われる。
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