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1. 概要

本稿では, 以下の一般化されたBurgers方程式の大域解の長時間挙動について考えます:

ut + (f(u))x = uxx, t > 0, x ∈ R,(1.1)

u(x, 0) = u0(x).(1.2)

ここで, u0 ∈ L1(R) とし, b 6= 0, c ∈ R に対して, f(u) = b
2
u2 + c

3
u3 とします. 添え字の t

と x は, t と x に関する偏微分を表します. この一般化された Burgers方程式は, 気体の
流れを記述しており, 未知関数 u(x, t)は, 気体の速度を表しています. 実際, 気体の運動方
程式で密度・圧力が定数で外力がない場合を考えると c = 0とした (1.1), (1.2) が導かれ
ます. (1.1) と (1.2) の解は, 次で定義される非線形散逸波 χ(x, t) に漸近する事が知られ
ています.

χ(x, t) ≡ 1√
1 + t

χ∗

(
x√

1 + t

)
, t ≥ 0, x ∈ R.(1.3)

ここで,

χ∗(x) ≡ 1

b

(ebδ/2 − 1)e−
x2

4

√
π + (ebδ/2 − 1)

∫ ∞
x/2

e−y2dy
,(1.4)

δ ≡
∫

R
u0(x)dx.(1.5)

この非線形散逸波 χ(x, t) は, Hopf -Cole 変換により∫
R

χ(x, 0)dx = δ(1.6)

を満たす以下のBurgers方程式の解である事が分かります (Hopf [4] とCole [1]を参照).

χt +

(
b

2
χ2

)
x

= χxx, t > 0, x ∈ R.(1.7)

一般化されたBurgers方程式 (1.1), (1.2)の解が非線形波に漸近する速度が, Kawashima

[8]と Nishida [11]によって調べられています. 具体的には, ある β ∈ (0, 1)に対して
u0 ∈ L1

β(R) ∩ H1(R)とし, ‖u0‖H1 + ‖u0‖L1 が十分小さいと仮定すると, 次の結果が成り
立つ事が分かっています.

‖u(·, t) − χ(·, t)‖L∞ ≤ C(1 + t)−1+α(‖u0‖H1 + ‖u0‖L1
β
), t ≥ 0.(1.8)



ここで, α = (1 − β)/2. 整数 0 ≤ l ≤ k に対して, Hk(R) を ∂l
xu が L2(R) 空間の元

である関数全体の集合とし, そのノルムを ‖ · ‖Hk と書く事にします. また, L1
β(R) を

‖u‖L1
β
≡

∫
R |u|(1 + |x|)βdx < ∞ みたす L1(R) の部分空間とします.

更に, MatsumuraとNishihara [10]は, w0(x) = exp(− b
2

∫ x

−∞ u0(y)dy)−exp(− b
2

∫ x

−∞ χ(y, 0)dy)

と置き, w0 ∈ H2(R)∩L1(R) とし, ‖w0‖H2 + ‖w0‖L1 + ‖u0‖L1 が十分小さいと仮定すると.

(1.8)の代わりに, 以下の評価が成り立つ事を示しました.

‖u(·, t) − χ(·, t)‖L∞ ≤ C(1 + t)−1 log(2 + t)(‖w0‖H2 + ‖w0‖L1 + |δ|
3
2 ),

t ≥ 0.(1.9)

ここで, 自然に湧いてくる疑問は, β = 1の時に, (1.8) が成立するかというものです. つ
まり, (1.9) において, 右辺の log項を取り除いた評価が得られるかどうかというものです.

本稿の目的は, δc = 0の場合を除いて, (1.9) が最適な評価である事を示す事です. 実際,

解の第 2漸近 V (x, t)が以下で与えられます.

V (x, t) ≡ − cd

12
√

π
V∗

(
x√

1 + t

)
(1 + t)−1 log(2 + t), t ≥ 0, x ∈ R,

= ∂x(η(x, t)G(x, 1 + t))(−cd

3
) log(2 + t).(1.10)

ここで,

V∗(x) ≡ (bχ∗(x) − x)e−
x2

4 η∗(x), η∗(x) ≡ exp

(
b

2

∫ x

−∞
χ∗(y)dy

)
,

d ≡
∫

R

χ3
∗(y)

η(y)
dy,(1.11)

G(x, t) =
1√
4πt

e−
x2

4t ,(1.12)

η(x, t) = η∗(
x√

1 + t
)(1.13)

と定義します. kを正の定数, βを実数とし, Ek,β ≡ ‖u0‖Hk + ‖u0‖L1
β
と置きます. 次の定

理が導かれます.

Theorem 1.1. u0 ∈ L1(R) ∩ H1(R)とし, E1,0 が十分小さいと仮定する. その時, 初
期値問題 (1.1) と (1.2) は唯一の大域解 u(x, t) を持ち, u ∈ C0([0,∞); H1) と ∂xu ∈
L2(0,∞; H1) を満たす. 更に, u0 ∈ L1

1(R) ∩ H1(R) とし, E1,1 が十分小さいと仮定する.

その時, 解は以下の評価を満たす.

‖u(·, t) − χ(·, t) − V (·, t)‖L∞ ≤ CE1,1(1 + t)−1, t ≥ 1.(1.14)

ここで, χ(x, t) は (1.3) により, V (x, t) は (1.10) によって定義された関数です.

Remark 1.2. Liu [9] の 42 ページで, Burgers 方程式 (1.1) と (1.2) の初期値問題が
c=0 の場合について研究されています. c 6= 0 の場合も同様に, (1 + |x|)2|u0(x)| ≤ δ̃ とし,

δ̃ が十分に小さいと仮定すると次の評価が成り立つと証明なしで述べられています.

‖u(·, t) − χ(·, t)‖L∞ ≤ Cδ̃(1 + t)−1, t ≥ 1.



しかしながら, 前述の結果 Theorem 1.1 からこの評価は, c 6= 0 の場合は正しくない事が
分かります.

Remark 1.3. (1.14) に似た評価は, 他のタイプの Burgers 方程式である KdV-Burgers

方程式 ([3], [5]) や Benjamin-Bona-Mahony-Burgers 方程式 ([2]) に関しても得られてい
ます.

2. 準備

後で述べる基本的な評価 Lemma 3.2, Lemma 3.3, Lemma 3.5は, 次の二つの lemmaか
ら導かれます. 最初の lemma は, 熱方程式の解作用素 et∆ に対する減衰評価を表してい
ます (証明は Kawashima [7] を参照).

Lemma 2.1. k を正の整数とし, q0 ∈ Hk(R)∩L1(R) と仮定する. その時, 任意の整数
0 ≤ l ≤ k に対して, 次の評価が成立する.

‖∂l
xe

t∆q0‖L2 ≤ C(1 + t)−( 1
4
+ l

2
)‖q0‖L1 + Ce−t‖∂l

xq0‖L2 , t ≥ 0.(2.1)

非線形散逸波 χ(x, t) は, (1.3)によって具体的に表されているので, 簡単に次の事が分
かります.

|χ(x, t)| ≤ C|δ|(1 + t)−
1
2 e−

x2

4(1+t) , t ≥ 0, x ∈ R.(2.2)

更に, G(x, t) と χ(x, t) の微分の減衰評価も次の様に導かれます (証明は [10] を参照).

Lemma 2.2. α と β を非負の整数とします. その時, 任意の p ∈ [1,∞] に対して, 次
の評価が成り立ちます.

‖∂α
x ∂β

t χ(·, t)‖Lp ≤ C|δ|(1 + t)−
1
2
(1− 1

p
)−α

2
−β, t ≥ 0,(2.3)

‖∂α
x ∂β

t G(·, t)‖Lp ≤ Ct−
1
2
(1− 1

p
)−α

2
−β, t > 0.(2.4)

3. 基本的な評価

w(x, t) = u(x, t) − χ(x, t)とおくと, w(x, t)は以下の摂動方程式を満たします.

wt = wxx − (bχw)x − (
b

2
w2 +

c

3
u3)x, t > 0. x ∈ R,(3.1)

w(x, 0) = u0(x) − χ(x, 0).(3.2)

本稿では, 小さなデーターに対する解の挙動を考えているので, 摂動方程式 (3.1) と (3.2)

に対応する以下の線形化方程式を解析することが重要となります.

zt = zxx − (bχz)x, t > 0, x ∈ R,(3.3)

z(x, 0) = z0(x).(3.4)

次の線形化方程式の具体的な表現 (3.5), (3.6) が, Theorem 1.1の証明に主要な役割を果た
します (証明は [6] を参照).



Lemma 3.1.

U [w](x, t, τ) =

∫
R

∂x(G(x − y, t − τ)η(x, t))
1

η(y, τ)

{∫ y

−∞
w(ξ)dξ

}
dy,

0 ≤ τ < t, x ∈ R,(3.5)

と定義すると, (3.3) と (3.4) の解は, 以下で与えられる.

z(x, t) = U [z0](x, t, 0), t > 0, x ∈ R.(3.6)

次の二つの lemmaは, 線形化方程式 (3.3), (3.4) に対する減衰評価を与えています. [8]

の解作用素 et∆ の減衰評価を応用する事で Lemma 3.2は導く事が出来ます (証明は [6] を
参照).

Lemma 3.2. β ∈ [0, 1], k を正の整数とし, p ∈ [1,∞] とする. z0 ∈ L1
β(R) とし,∫

R z0(x)dx = 0 を仮定する. その時, 任意の整数 0 ≤ l ≤ k に対して, 次の評価が成立
する.

‖∂l
xU [z0](·, t, 0)‖Lp ≤ Ct−(1− 1

p
+β+l)/2‖z0‖L1

β
, t > 0.(3.7)

Lemma 3.3. k を正の整数とする. z0 ∈ Hk(R) ∩ L1(R) とし,
∫

R z0(x)dx = 0 を仮定
する. その時, 任意の整数 0 ≤ l ≤ k に対して, 次の評価が成立する.

‖∂l
xU [z0](·, t, 0)‖L2 ≤ C(1 + t)−( 1

4
+ l

2
)‖z0‖L1 + Ce−t‖z0‖Hl , t > 0.(3.8)

Lemma 3.2 と Lemma 3.3 から次の一様評価が導かれます.

Corollary 3.4. k を正の整数とする. z0 ∈ L1
1(R)∩Hk(R) とし,

∫
R z0(x)dx = 0を仮定

する. その時, 任意の整数 0 ≤ l ≤ k に対して, 次の評価が成立する.

‖∂l
xU [z0](·, t, 0)‖L2 ≤ CEl,1(1 + t)−( 3

4
+ l

2
), t > 0.

線形化方程式 (3.3), (3.4) に対応する非斉次方程式の解の減衰評価も以下の様に導かれ
ます (証明は [6] を参照).

Lemma 3.5. k を正の整数とする. w ∈ C0(0,∞; Hk) ∩ C0(0,∞; Hk
1 ) を仮定する. そ

の時, 任意の整数 0 ≤ l ≤ k に対して, 次の評価が成り立つ.∥∥∥∥∂l
x

∫ t

0

U [∂xw(τ)](·, t, τ)dτ

∥∥∥∥
L2

≤ C

∫ t/2

0

(1 + t − τ)−( 3
4
+ l

2
)‖w(·, τ)‖L1dτ

+C

l∑
m=0

∫ t

t/2

(1 + t − τ)−
3
4 (1 + τ)−

l−m
2 ‖∂m

x w(·, τ)‖L1dτ

+C

l∑
m=0

(∫ t

0

e−(t−τ)(1 + τ)−(l−m)‖∂m
x w(·, τ)‖2

L2dτ

) 1
2

.(3.9)

ここで, Hk
1 (R) ≡ {f : L1

loc(R)| ‖f‖Hk
1
≡

k∑
m=0

‖∂m
x f‖L1 < ∞}.



4. Theorem 1.1 の証明の概略

以下の近似方程式を用意します.

vt = vxx − (bχv)x − (
c

3
χ3)x, t > 0, x ∈ R,(4.1)

v(x, 0) = 0.(4.2)

上の方程式の解 v(x, t) に対する減衰評価が以下で導かれます (証明は [6] を参照).

Lemma 4.1. l ≥ 0 を整数とする. その時, 次の評価が成立する.

‖∂l
xv(·, t)‖L2 ≤ C|δ|3(1 + t)−( 3

4
+ l

2
) log(2 + t), t ≥ 0.(4.3)

Theorem 1.1 を証明する為には, 以下の Proposition 4.2 と Proposition 4.3 を示せば十
分である事が分かります (証明は [6] を参照).

Proposition 4.2. k ≥ 1 を整数とする. u0 ∈ L1(R) ∩ Hk(R) とし, Ek,0 が十分小さい
と仮定する. その時, 初期値問題 (1.1) と (1.2) は, 唯一の大域解 u(x, t) を持つ. u(x, t)

は, u ∈ C0([0,∞); Hk) と ∂xu ∈ L2(0,∞; Hk) を満たす. 更に, u0 ∈ L1
1(R)∩Hk(R) とし,

Ek,1 が十分に小さいと仮定する. その時, 任意の整数 0 ≤ l ≤ k に対して, 次の評価が成
り立つ.

‖∂l
x (u(·, t) − χ(·, t) − v(·, t)) ‖L2 ≤ CEk,1(1 + t)−( 3

4
+ l

2
), t ≥ 0.

特に, ソボレフの埋め込み定理より次が成り立ちます.

‖u(·, t) − χ(·, t) − v(·, t)‖L∞ ≤ CE1,1(1 + t)−1, t ≥ 0.

ここで, χ(x, t) は, (1.3) で定義された関数で, v(x, t) は, (4.1) と (4.2) の解です.

Proposition 4.2 と Lemma 4.1 から, u(x, t) − χ(x, t) (t → ∞) の漸近展開の主要項が
コーシー問題 (4.1) と (4.2) の解 v(x, t) によって決定される事が分かります.

Proposition 4.3. |δ| ≤ 1 と仮定する. その時, 次の評価が成り立つ.

‖v(·, t) − V (·, t)‖L∞ ≤ C|δ|3(1 + t)−1, t ≥ 1(4.4)

ここで, v(x, t) は (4.1) と (4.2) の解であり, V (x, t) は, (1.10) によって定義された関数
です.

最後に, 大まかな議論によって, どのように漸近形 V (x, t) が導出されるかをみる. 最初
に, 以下の熱方程式を考えます.

ut = uxx t > 0, x ∈ R,(4.5)

u(x, 0) = u0(x).(4.6)

ここで, u0(x) ∈ C∞
0 (R),

∫
R u0(x)dx ≡ δ. (4.5) と (4.6) の解が, 熱核の定数倍 δG(x, t) に

漸近する事は良く知られています. 次に, (4.1) と (4.2) の線形化方程式 (3.3) と (3.4) を



考えます.

zt = zxx − (bχz)x, t > τ, x ∈ R,

z(x, τ) = z0(x).

r(x, t)を以下のように定義します.

r(x, t) =

∫ x

−∞
z(y, t)dy.(4.7)

その時, (3.3) と (3.4) から r(x, t) は次を満たす事が分かります.

rt = rxx − bχrx, t > τ, x ∈ R,

r(x, τ) =

∫ x

−∞
z0(y)dy.

よって, 次が導かれます. (
r(x, t)

η(x, t)

)
t

=

(
r(x, t)

η(x, t)

)
xx

.(4.8)

ここで, η(x, t) は (1.12) によって定義された関数です. r(x,t)
η(x,t)

が熱方程式を満たすので, 次
が導かれます.

r(x, t)

η(x, t)
∼ M1G(x, t − τ),(4.9)

ここで, M1 =
∫

R
1

η(x,τ)

{∫ x

−∞ z(y, τ)dy
}

dx. 従って, (4.7), (3.5) と (4.9) から, 次が導かれ

ます.

z(x, t) = U [z0](x, t, τ) ∼ M1(η(x, t)G(x, t − τ))x.(4.10)

デュアメルの原理によって, (4.1) と (4.2) の解 v(x, t) は次の様に書けます.

v(x, t) =

∫ t

0

U [∂x(−
c

3
χ3(τ))](x, t, τ)dτ.(4.11)

また, (1.12), (1.3)と (1.11)から次が導かれます.
∫

R
χ3(ξ,τ)
η(ξ,τ)

dξ = d(1+ τ)−1. 従って, (4.10)

と (4.11) から

v(x, t) ∼
∫ t/2

0

∂x(η(x, t)G(x, t − τ))

∫
R

1

η(y, τ)

∫ y

−∞
∂ξ(−

c

3
χ3(ξ, τ))dξdydτ

∼
∫ t/2

0

∂x(η(x, t)G(x, t − τ))

∫
R

1

η(y, τ)
(− c

3
χ3(y, τ))dydτ

∼ ∂x(η(x, t)G(x, t))

∫ t/2

0

∫
R

1

η(y, τ)
(− c

3
χ3(y, τ))dydτ

∼ ∂x(η(x, t)G(x, t + 1))(−cd

3
) log(2 + τ) = V (x, t).

以上より, 第二漸近形 V (x, t) を導く事ができます.
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