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1 歴史的背景

グラフのゼータ関数は、1966 年に、Ihara [9] による、PGL(2, F ) (F : p-進体) の離散群に関連する p-進

Selbergゼータ関数 (Iharaゼータ関数) から始まった。1980年に、 Serre [12]により、Iharaゼータ関数は正

則グラフのゼータ関数であることが指摘された。1986年、Sunada [14,15]により、Ihara zeta functionのグ

ラフによる定義が確立され、Iharaの定理のグラフ理論的証明が与えられた。Hashimoto [6]は、1989年に、

半正則２部グラフの Iharaゼータ関数の行列式表示を与えた。

一般のグラフに対しては、先ず、1990年に、Hashimoto [7]により、edge matrixを用いた Iharaゼータ関

数の行列式表示が与えられ、1992年、Bass [3]により、一般のグラフの Iharaゼータ関数の隣接行列を用い

る行列式表示が得られた。Bassの定理のいろいろな別証明が、 Stark and Terras [13], Kotani and Sunada

[10], Foata and Zeilberger [5], Northshield [11], Hoffman [8] 等によって与えられた。

群の growthの研究に絡み、1999年に、Bartholdiにより、２変数のグラフのゼータ関数である、Bartholdi

ゼータ関数が定義された。

2 Iharaゼータ関数

2.1 Iharaゼータ関数の定義

　

グラフG = (V,E)を、{
V = V (G) : 点の集合 (有限 or無限),
E = E(G) : V の２点 u, v を結ぶ辺uv = {u, v}の族 (ある辺を重複して含むことを許す).

と定義する。

例１ G = (V,E), V = {a, b, c, d}, E = {{a}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, c}}
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Gの各辺 uv を、(u, v), (v, u) ∈ V × V で置き換えた、symmetric digraph DG = (V,D(G))も、グラフ G

と考える。(u, v)を arcという。ここで、D(G) = {(u, v), (v, u) | uv ∈ E(G)}とする。e = (u, v) ∈ D(G)に

ついて、u, vをそれぞれ、eの始点,終点といい、u = o(e), v = t(e)とかく。また、e−1 = (v, u)を、e = (u, v)

の inverse という。　 G(DG) の path P = (e1, · · · , en) は、ei ∈ D(G), t(ei) = o(ei+1)(1 ≤ i ≤ n − 1) な

る、e1, · · · , en の列である。nを P の長さといい、| P |= nとかく。o(P ) = o(e1), t(P ) = t(en)とおき、上

の P を (o(P ), t(P ))-pathという。path P = (e1, · · · , en)の backtrackingとは、e−1
i+1 = ei なる部分をいう。

o(e1) = t(en)のとき、path P = (e1, · · · , en)は、cycleという。

２つの cycle C1 = (e1, · · · , en)と C2 = (e′1, · · · , e′n)が同値とは、ある自然数 k について、e′i = ei+k とな

ることである。[C]で、C を含む同値類を表す。cycle B の r乗Br は、B と同じ向きに、同じ始点から r周し

てできる cycleである。cycle C が reducedとは、C と C2 がともに、backtrackingをもたないことである。

また、cycle C が primeとは、他の cycle B について C ̸= Br となることである。

定義 1 (Sunada) グラフ Gの Iharaゼータ関数:

Z(G, u) = ZG(u) =
∏
[C]

(1 − u|C|)−1.

ここで、[C]は Gの prime, reduced cycleの同値類全体を動き、| C |は C の長さである。また、u ∈ Cで、

| u |が十分小さいものとする。

グラフ Gの prime, reduced cycleの同値類は、Gのある点 v に対する Gの基本群 π1(G, v)のただ一つの

共役類に対応する。

2.2 Iharaの定理

G を n 点 v1, · · · , vn を持つ連結単純グラフとするとき、G の 隣接行列A(G) = (aij)1≤i,j≤n を、vivj ∈
E(G)(あるいは、(vi, vj) ∈ D(G)) のとき、aij = 1, さもなければ、aij = 0 と定義する。点 vi の 次数

を、deg Gvi =| {vj | vivj ∈ E(G)} | と定義する。G の各点 v について、deg Gv = k(一定) のとき、G を

k-正則グラフという。

有理性 (行列式表示)：

定理 1 (Ihara) Gを連結 (q + 1)-正則グラフのとき、Gの Iharaゼータ関数の逆数:

ZG(u)−1 = (1 − u2)m−n det(I − Au + qu2I).

ここで、m =| E(G) |, n =| V (G) |である。

＊m − n = 1
2n(q + 1) − n = 1

2n(q − 1).

例２　Gの prime, reduced cycleの同値類は、[C]と [C−1] (C−1 は C の inverse)のみだから、Iharaゼー

タ関数の定義から、
Z(K3, u)−1 = (1 − u|C|)(1 − u|C−1|) = (1 − u3)2.

ところで、

A = A(K3) =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0
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定理１より、

Z(K3, u)−1 = (1 − u2)3−3 det(I − uA + u2I) = det

 1 + u2 −u −u
−u 1 + u2 −u
−u −u 1 + u2


= (1 + u2)3 − 2u3 − 3u2(1 + u2) = 1 − 2u3 + u6 = (1 − u3)2.

2.3 非正則グラフの Iharaゼータ関数

グラフ G の点集合が、V (G) = V1 ∪ V2 と分割され、u ∈ V1, v ∈ V2 のときのみ、辺 uv が存在するよ

うなグラフを、２部グラフ という。また、u ∈ Vi(i = 1, 2) のとき、deg Gu = qi + 1 なる２部グラフを、

(q1 + 1, q2 + 1)-半正則２部グラフという。(q1 + 1, q2 + 1)-半正則２部グラフについて、グラフ G[i] を

V (G[i]) = Vi;E(G[i]) = {C : reducedpath　 | | C |= 2, o(C), t(C) ∈ Vi}(i = 1, 2)

と定義する。

定理 2 (Hashimoto) Gを連結 (q1+1, q2+1)-半正則２部グラフについて、q1 ≥ q2,A[i] = A(G[i])(i = 1, 2),

| Vi |= ni, とおく。このとき、

ZG(u1/2)−1 = (1 − u)r−1(1 + q2u)n2−n1 det(In1 − (A[1] − q2 + 1)u + q1q2u
2In1)

= (1 − u)r−1(1 + q1u)n1−n2 det(In2 − (A[2] − q1 + 1)u + q1q2u
2In2).

Gを n点 v1, · · · , vn と、m辺を持つ連結グラフとするとき、n × n対角行列D = (dij)を、dii = deg Gvi

と定義する。また、２つのm × m行列 B = B(G) = ((B)e,f )e,f∈D(G) and J0 = J0(G) = ((J)e,f )e,f∈D(G)

を、次のように与える：

(B)e,f =
{

1 if t(e) = o(f),
0 otherwise, (J)e,f =

{
1 if f = e−1,
0 otherwise,

B − J0 は、Gの edge matrix と呼ばれる。

定理 3 (Hashimoto; Bass) 連結グラフ Gについて、

ZG(u)−1 = det(Im − t(B − J0)) = (1 − u2)m−n det(I − uA + u2(D − I)).

ここで、m =| E(G) |, n =| V (G) |.

3 グラフの Bartholdi ゼータ関数

Gを連結グラフとする。Gの cycle π = (π1, · · · , πn)の cyclic bump count cbc(π)は、次のように定義さ

れる：
cbc(π) =| {i = 1, · · · , n | πi = π−1

i+1} | .

ここで、πn+1 = π1 である。

3



定義 2 グラフ Gの Bartholdi ゼータ関数：

ζG(u, t) = ζ(G, u, t) =
∏
[C]

(1 − ucbc(C)t|C|)−1.

ここで、[C]は、Gの prime cyclesの同値類全体を動き、u, t ∈ Cで、| u |, | t |は十分小さいものとする。

u = 0ならば、Gの Bartholdi ゼータ関数は、Gの Iharaゼータ関数である。

Bartholdi [2]は、グラフの Bartholdi ゼータ関数の行列式表示を与えた。

定理 4 (Bartholdi) Gが n点、m辺をもつ、連結グラフのとき、Gの Bartholdi ゼータ関数の逆数：

ζ(G, u, t)−1 = det(Im − t(B − (1 − u)J0))

= (1 − (1 − u)2t2)m−n det(I− tA(G) + (1 − u)(D − (1 − u)I)t2).

u = 0の場合、定理 4は定理 3を与える。

定理 3,4の証明において、Amitsurの定理 [1]が本質的な役割を果たす。Amitsurの定理 [1]について、簡

単に述べる。

Foata and Zeilberger [5]は、Lyndon wordsの algebraを用いて、Bassの定理の新しい証明を与えた。そ

の際に、Amitsurの等式 [1]の短い証明も与えた。X を空でない有限集合、<を X 上の全順序前、X∗ を X

によって生成される free monoidとする。このとき、X 上の全順序 <は、 X∗ 上の辞書式順序 <∗ を誘導す

る。X の Lyndon wordは、X∗ の nonempty wordで、prime, 即ち、他の word lの巾 lr (r ≥ 2)でなく、か

つ、その cyclic rearrangementsにおいて、<∗ の下で極小であると定義される。

定理 5 (Amitsur) 正方行列A1, · · · ,Ak に対して、

det(I − (A1 + · · · + Ak)) =
∏
l∈L

det(I − Al).

ここで、積は、{1, · · · , k},のすべての Lyndon wordsを亘る。また、l = i1 · · · ip について、Al = Ai1 · · ·Aip

とする。
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