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1 序章

本研究報告は，2008年 8月 19日～2009年 3月 29日の期間，ドイツのRegensburg大学に
滞在したときに研究した研究内容，およびそのときに考えた今後の研究課題に関する研究
報告である．下記の (1)，(2)について報告する．

(1) 互いに交わる 3つの超曲面の幾何学的時間発展方程式による挙動の解析.

(2) 表面拡散方程式による回転面の挙動の解析.

(1)については，上記の期間に得た時間局所解の存在に関する結果について述べる．(2)に
ついては，残念ながら新たな結果は得ていないが，関係論文を紹介しながら今後の課題に
ついて概説したいと思う．

2 互いに交わる3つの超曲面の挙動

平均曲率流方程式によって時間発展する超曲面の挙動について考える．より具体的には，
以下の設定のもとで考える．今，時間発展する超曲面を Γi(t) ⊂ Rn+1 (i = 1, 2, 3)とし，こ
れらは互いの境界で交わっているとする．つまり，

∂Γ1(t) = ∂Γ2(t) = ∂Γ3(t) (=: Σ(t)).

このとき，Σ(t)は (n − 1)-次元の多様体である．3つの超曲面の運動は次の式で記述され
ているとする． 

V i = γiH i on Γi(t), t ∈ [0, T ] (i = 1, 2, 3),

∠(Γi(t),Γj(t)) = θk on Σ(t), t ∈ [0, T ],

((i, j, k) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2))

Γi(t)|t=0 = Γi
0 (i = 1, 2, 3).

(2.1)

ここで，V iは Γi(t)の法速度，H iは Γi(t)の平均曲率，γiは表面エネルギー密度を表す定
数である．また，θi (i = 1, 2, 3) は定数で 0 < θi < πを満たすとし，さらに θi (i = 1, 2, 3)
はYoung’s lawと呼ばれる以下の関係式を満たすと仮定する．

sin θ1

γ1
=

sin θ2

γ2
=

sin θ3

γ3
. (2.2)

最後に，Γi
0 (i = 1, 2, 3)は初期曲面を表し，互いに交わっているとする．つまり，∂Γ1

0 =
∂Γ2

0 = ∂Γ3
0 (=: Σ0)．
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注意1. νi(·, t) (i = 1, 2, 3)を∂Γi(t)の単位余法線ベクトルとする．角度条件∠(Γi(t),Γj(t)) =
θk ((i, j, k) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2))が成り立つもとで，(2.2)は以下のようにも表される．

γ1ν1(·, t) + γ2ν2(·, t) + γ3ν3(·, t) = 0 on Σ(t).

また，N i(·, t) (i = 1, 2, 3)を Γi(t)の単位法線ベクトルとする．向きは νiとN iが張る平面
上において，νiを反時計回りに 90◦ 回転して得られる向きとする．このとき，

γ1N1(·, t) + γ2N2(·, t) + γ3N3(·, t) = 0 on Σ(t)

も得ることができる．

幾何学的時間発展方程式に関する問題 (2.1)を，非線形偏微分方程式の問題として考える
ために，Γi(t) (i = 1, 2, 3)を reference manifolds Γi

∗ (i = 1, 2, 3)上の関数ρi : Γi
∗× [0, T ] → R

によって表す．ここで，Γi
∗ (i = 1, 2, 3)は ∂Γ1

∗ = ∂Γ2
∗ = ∂Γ3

∗ (=: Σ∗)を満たすとする．また，
νi
∗を ∂Γi

∗の単位余法線ベクトル，N i
∗を Γi

∗の単位法線ベクトルとし，N i
∗の向きは µi

∗に対
して上記の注意 1のようにとるもとのする．今，σ ∈ Γi

∗に対して，σを含む座標近傍 (U, φ)
をとる．このとき，φ(σ)はRnの座標を用いて φ(σ) = (σ1(σ), · · · , σn(σ)) ∈ Rnと表すこと
ができる．ここで，U と φ(U)を同一視し，この約束のもとで，w : Γ∗ → Rを，正確には

w(σ) = w ◦ φ−1(σ1(σ), · · · , σn(σ))

で表すべきだが，簡単に

w(σ) = w(σ1, · · · , σn) (σ ∈ U ⊂ Γi
∗)

と表すことにする．
Γi
∗ (i = 1, 2, 3)の近傍にある超曲面をパラメータ表示するために，写像Ψiを

Ψi : Γi
∗ × (−ε, ε)× (−δ, δ) → Rn+1,

(σ,w, r) 7→ Ψi(σ,w, r) := σ + wN i
∗(σ) + r τ i∗(σ)

によって定義する．ただし，τ i∗はΓi
∗上の接ベクトル場であり，∂Γi

∗上では単位余法線ベク
トル νi

∗と一致するものとする．このとき，関数

ρi : Γi
∗ × [0, T ] → R, µi : Σ∗ × [0, T ] → R (i = 1, 2, 3)

に対して，写像Φi = Φi
ρi,µiを

Φi : Γi
∗ × [0, T ] → Rn+1,

(σ, t) 7→ Φi(σ, t) := Ψi(σ, ρi(σ, t), µi(pri(σ), t))

によって定義する．ここで，pri : Γi
∗ → ∂Γi

∗は正射影を表す. t > 0に対して

(Φi)t : Γi
∗ → Rn+1, (Φi)t(σ) := Φi(σ, t)

とし，Γi
∗の近傍で時間発展する超曲面 Γi(t)を

Γi(t) := Γρi,µi(t) = image((Φi)t)



によって定義する．このとき，ρi ≡ 0かつ µi ≡ 0であれば，Γρi≡0,µi≡0(t) = Γi
∗が成り立つ

ことを注意する．
このパラメータ表示を用いることにより，超曲面がΣ(t)で互いに交わるという条件は

Φ1(σ, t) = Φ2(σ, t) = Φ3(σ, t) for σ ∈ Σ∗, t ≥ 0 (2.3)

と表記できる．ここで，Σ∗上ではN1
∗ , ν

1
∗ , N

2
∗ , ν

2
∗ , N

3
∗ , ν

3
∗は同一平面上にあるので，σ ∈ Σ∗，

t ≥ 0に対して (2.3)を

ρi(σ, t)N i
∗(σ) + µi(σ, t)νi

∗(σ) = ρj(σ, t)N j
∗ (σ) + µj(σ, t)νj

∗(σ)

と表すこともできる．ただし，(i, j) = (1, 2), (2, 3), (3, 1)．このとき，νi
∗との内積をとると，

µi(σ, t) = −ρj(σ, t) sin θk + µj(σ, t) cos θk

を得る．ci := cos θi，si := sin θiとおき，µiに関する連立 1次方程式を解くと，

(1− c1c2c3)µi(σ, t) = −(ckcisjρi(σ, t) + skρj(σ, t) + cksiρk(σ, t)) (2.4)

が成り立つ．ただし，(i, j) = (1, 2), (2, 3), (3, 1)である．今後，条件 (2.3)は常に成り立つ
と仮定する．
上記のパラメータ表示によって，Γi(t)の単位法線ベクトルN iは

(N i ◦ Φi)(σ, t) = Ñ i(σ, ρi(σ, t), µi(pri(σ), t),∇ρi(σ, t),∇µi(pri(σ), t))

と表されるので，法速度 V iは

(V i ◦ Φi)(σ, t)

= 〈∂tΦi(σ, t), (N i ◦ Φi)(σ, t)〉
= 〈N i

∗(σ), (N
i ◦ Φi)(σ, t)〉 ∂tρi(σ, t) + 〈τ i∗(σ), (N i ◦ Φi)(σ, t)〉 ∂tµi(pri(σ), t)

によって表される．ただし，〈 · , · 〉はRn+1 の内積とし，∇wは局所座標系を用いて (∇w)j =
∇jw = ∂jw (j = 1, · · · , n)と定義される．また，第 1基本量および第 2基本量が

(gi)jk = 〈∂jΦi, ∂kΦ
i〉, (hi)jk = 〈∂j∂kΦi, N i ◦ Φi〉

と表されるので，平均曲率H i = (gi)jk(hi)jkは

(H i ◦ Φi)(σ, t)

= H̃ i(σ, ρi(σ, t), µi(pri(σ), t),∇ρi(σ, t),∇µi(pri(σ), t),∇2ρi(σ, t),∇2µi(pri(σ), t))

によって表される．ただし，∇2wは局所座標系を用いて (∇2w)j1j2 = ∇j1∇j2w = ∂j1∂j2w−
Γk
j1j2

∂kw (j1, j2, k = 1, · · · , n)と定義される．この結果，平均曲率流方程式 V i = γiH iは

ρit = ai(σ, ρi, µi)H i(σ, ρi, µi) + bi(σ, ρi, µi)µi
t (2.5)



と表される．ただし，

H i(σ, ρi, µi) = H̃ i(σ, ρi, µi,∇ρi,∇µi,∇2ρi,∇2µi),

ai(σ, ρi, µi) = ãi(σ, ρi, µi,∇ρi,∇µi) =
γi

〈N i
∗(σ), Ñ

i(σ, ρi, µi,∇ρi,∇µi)〉
,

bi(σ, ρi, µi) = b̃i(σ, ρi, µi,∇ρi,∇µi) =
〈τ i∗(σ), Ñ i(σ, ρi, µi,∇ρi,∇µi)〉
〈N i

∗(σ), Ñ
i(σ, ρi, µi,∇ρi,∇µi)〉

である．このとき，(2.4)と (2.5)を用いると，σ ∈ Σ∗に対して µ1
t

µ2
t

µ3
t

 = T

 ρ1t
ρ2t
ρ3t

∣∣∣∣∣∣
Σ∗

= P(σ, ρi,ρ|Σ∗)|Σ∗

 F1(σ, ρi,ρ|Σ∗)
F2(σ, ρi,ρ|Σ∗)
F3(σ, ρi,ρ|Σ∗)

∣∣∣∣∣∣
Σ∗

とできる．ただし，ρ = (ρ1, ρ2, ρ3)に対して，F i(σ, ρi,ρ|Σ∗) = ai(σ, ρi,ρ|Σ∗)H
i(σ, ρi,ρ|Σ∗)

であり，

T = − 1

1− c1c2c3

 c3c1s2 s3 c3s1

c1s2 c1c2s3 s1

s2 c2s3 c2c3s1

 ,

P(σ, ρi,ρ|Σ∗) = T
{
Id− diag

[
b1(σ, ρi,ρ|Σ∗), b

2(σ, ρi,ρ|Σ∗), b
3(σ, ρi,ρ|Σ∗)

]
T
}−1

である．よって，この関係式から，(2.5)は ρに関する次の式に書き直される．

ρit = F i(σ, ρi,ρ|Σ∗) + bi(σ, ρi,ρ|Σ∗)
{ 3∑

j=1

P ij(σ, ρi,ρ|Σ∗)F j(σ, ρi,ρ|Σ∗)
}∣∣∣

Σ∗
. (2.6)

この方程式の右辺の第 2項は，2階の導関数を含む非局所項である．この方程式に境界条件
γ1ρ1 + γ2ρ2 + γ3ρ3 = 0 on Σ∗,

〈N1 ◦ Φ1, N2 ◦ Φ2〉 = cos θ3 on Σ∗,

〈N1 ◦ Φ1, N3 ◦ Φ3〉 = cos θ2 on Σ∗

(2.7)

と初期条件 ρ(σ, 0) = ρ0(σ) (σ ∈ Σ∗)を付したものが，(2.1)に対応する非線形偏微分方程
式の初期値・境界値問題である．
今，Γ∗ = Γ0とし，Qi

T = Γi
0 × [0, T ]とおく．また

XT = C2+α, 2+α
2 (Q1

T )× C2+α, 2+α
2 (Q2

T )× C2+α, 2+α
2 (Q3

T )

とおく．このとき，次の定理を得る．

Theorem 2.1
ある δ > 0が存在して，初期値・境界値問題 (2.6), (2.7), ρi(s, 0) ≡ 0はただ 1つの解
(ρ1, ρ2, ρ3) ∈ Xδをもつ．

この定理の証明は，以下の手順で行われる．



Step 1. 初期値の周りで線形化し，対応する線形化問題を導出する．(導出される方程式は
非局所項をもつ 2階線形放物型偏微分方程式となる.)

Step 2. 非局所項を除いた線形方程式に対して，Galerkin法 (cf. [8])を用いて

E = {u ∈ H1 | γ1u1 + γ2u2 + γ3u3 = 0} (H1 = H1(Γ1
0)×H1(Γ2

0)×H1(Γ3
0))

において弱解を得る．

Step 3. Campanato空間 (cf. [7, 10])を用いたGiaquinta-Modica [11]，Schlag [19]，三沢 [18]
等の手法を利用して，Schauder評価を導出する．

Step 4. perturbation argument (cf. [6])により非局所項をもつ線形方程式に対しても評価
を導出する．

Step 5. 不動点定理を用いて非線形問題に対して解を得る．

本稿では，今回扱っている方程式の特徴的な部分である非局所項の評価についてのみ述べ
る．したがって，Step 5のみ考える．
今，R > 0に対して，DRを

DR =
{
(v1, v2, v3) ∈ Xδ

∣∣ vi(σ, 0) = 0,
3∑

i=1

‖vi‖C2+α,(2+α)/2(Qi
δ)
≤ R

}
によって定義する．ただし，δ > 0は十分小さいものとする．また，(v1, v2, v3) ∈ DRに対
して，写像Λを (u1, u2, u3) = Λ(v1, v2, v3)によって定義する．ここで，(u1, u2, u3)は，Step
1によって得られる線形方程式に対する初期値・境界値問題

ui
t = Ai(σ,∇)ui + ζ i(σ)

3∑
j=1

T ijuj|Σ0 + f i(σ, vi(σ, t),v(σ, t)|Σ0) on Γi
0 × [0, T ],

3∑
j=1

Bij(σ,∇)uj = gi(σ,v(σ, t)) on Σ0 × [0, T ],

ui(σ, 0) = 0 on Γi
0

の解である．写像ΛがDRからDRへの縮小写像であることを示そう．そこで，(v1, v2, v3),
(w1, w2, w3) ∈ DRに対して，(u1, u2, u3) = Λ(v1, v2, v3)− Λ(w1, w2, w3)は

ui
t = Ai(σ,∇)ui + ζ i(σ)

3∑
j=1

T ij(σ)uj|Σ0

+f i(σ, vi(σ, t),v(σ, t)|Σ0)− f i(σ,wi(σ, t),w(σ, t)|Σ0) on Γi
0 × [0, δ],

3∑
j=1

Bij(σ,∇)uj = gi(σ,v(σ, t))− gi(σ,w(σ, t)) on Σ0 × [0, δ],

ui(σ, 0) = 0 on Γi
0

(2.8)



の解であるとする．ただし，i = 1, 2, 3である．このとき，Step 4までに得た線形方程式に
対する評価によって，

3∑
i=1

‖ui‖C2+α,(2+α)/2(Qi
δ0

)

≤ C

3∑
i=1

{
‖f i(σ, vi(σ, t),v(σ, t)|Σ0)− f i(σ,wi(σ, t),w(σ, t)|Σ0)‖Cα,α/2(Qi

δ0
)

+ ‖gi(σ,v(σ, t))− gi(σ,w(σ, t))‖C1+α,(1+α)/2(Σ0×[0,δ0])

}
(2.9)

を得る．不動点定理を適用するために，
3∑

i=1

{
‖f i(σ, vi(σ, t),v(σ, t)|Σ0)− f i(σ,wi(σ, t),w(σ, t)|Σ0)‖Cα,α/2(Qi

δ0
)

+ ‖gi(σ,v(σ, t))− gi(σ,w(σ, t))‖C1+α,(1+α)/2(Σ0×[0,δ0])

}
≤ K(R)δα/2

3∑
i=1

‖vi − wi‖C2+α,(2+α)/2(Qi
δ0

) (2.10)

を導く．(2.9)と (2.10)より，δ > 0を十分小さくとれば，写像Λが縮小写像となることが
示される．(2.10)の非局所項以外の部分は [17, Chapter 8, pp. 322–325] と同様にして導く
ことができるので，非局所項の 2階導関数を含む部分についてのみ評価を導く．ここで，
F i(σ, vi,v|Σ0)は∇2vi|Σ0 (i = 1, 2, 3)に関して線形であることと，∇2vi|Σ0 (i = 1, 2, 3)の係
数に

bi(σ, vi,v|Σ0) =
〈νi

0(σ), N
i(σ, vi,v|Σ0)〉

〈N i
0(σ), N

i(σ, vi,v|Σ0)〉
がかかっていて，bi(σ, vi,v|Σ0)|t=0 = 0であることに注意する．∇2v1|Σ0 を含む項につい
てのみ評価を導く. (∇2vi|Σ0 (i = 2, 3)を含む項については同様にして評価を導くことが
できるので，それらは省略する.) 今，∇2v1|Σ0 の係数を η1(σ, vi,v|Σ0)と表すことにする．
η1(σ, vi,v|Σ0)は bi(σ, vi,v|Σ0)を積の形で含んでいるので，

η1(σ, vi(σ, t),v(σ, t)|Σ0)|t=0 = 0,

が成り立つ．また，依存性を明記すると，η1(σ, vi,v|Σ0) = η̃1(σ, vi,v|Σ0 ,∇vi,∇v|Σ0)とな
る．F (σ, vi,v|Σ0) = η1(σ, vi,v|Σ0)∇j∇k v

1|Σ0とおくと，F (σ, vi,v|Σ0)− F (σ,wi,w|Σ0)は

F (σ, vi(σ, t),v(σ, t)|Σ0)− F (σ,wi(σ, t),w(σ, t)|Σ0)

=Ξ1
1(σ, t)(v

1 − w1)(σ, t) +
3∑

i=1

Ξi
1(σ, t)(v

i − wi)(σ, t)|Σ0

+
n∑

j=1

{
Ξ1
2,j(σ, t)∇j(v

1 − w1)(σ, t) +
3∑

i=1

Ξi
2,j(σ, t)∇j(v

i − wi)(σ, t)|Σ0

}
+

n∑
j1,j2=1

Ξ2
3,j1j2

(σ, t)∇j1∇j2 (v
2 − w2)(σ, t)|Σ0



と表される．ただし，i = 1, 2, 3に対して，

Ξi
1(σ, t) =

∫ 1

0

Fvi(σ, sv
i + (1− s)wi, sv + (1− s)w) ds,

Ξi
2,j(σ, t) =

∫ 1

0

Fpij
(σ, svi + (1− s)wi, sv + (1− s)w) ds,

Ξi
3,j1j2

(σ, t) =

∫ 1

0

Fqij1j2
(σ, svi + (1− s)wi, sv + (1− s)w) ds

である．
Ξi
1(σ, 0) = Ξi

2,j(σ, 0) = Ξi
3,j1j2

(σ, 0) = 0

に注意すると，
‖Ξ‖∞ ≤ δα/2〈Ξ〉α/2t ≤ C(R)δα/2

を得る．ここで，Ξは Ξi
1または Ξi

2,jまたは Ξi
3,j1j2

を意味する． この結果，

‖F (·, vi,v|Σ0)− F (·, wi,w|Σ0)‖∞ ≤ C(R)δα/2
3∑

i=1

‖vi − wi‖C2+α,(2+α)/2(Qi
δ0

)

を得る．さらに，{∇k (vi −wi)}j1···jk |t=0 = 0 (i = 1, 2, 3, k = 0, 1, 2)から，ある定数C > 0
が存在して

‖{∇k (vi − wi)}j1···jk‖∞ ≤ Cδα/2〈{∇k (vi − wi)}j1···jk〉
α/2
t

が成り立つ．[ · ]Cα,α/2 = 〈 · 〉αx + 〈 · 〉α/2t とすると，k = 0, 1, 2に対して

[ Ξ{∇k (vi − wi)}j1···jk ]Cα,α/2

≤‖Ξ‖∞[ {∇k (vi − wi)}j1···jk ]Cα,α/2 + [Ξ ]Cα,α/2‖{∇k (vi − wi)}j1···jk‖∞

≤C(R)δα/2
3∑

i=1

‖vi − wi‖C2+α,(2+α)/2(Qi
δ0

)

を得る．ここで，Ξは上記と同様に Ξi
1または Ξi

2,jまたは Ξi
3,j1j2

を意味する．よって，

[F (·, vi,v|Σ0)− F (·, wi,w|Σ0) ]Cα,α/2 ≤ C(R)δα/2
3∑

i=1

‖vi − wi‖C2+α,(2+α)/2(Qi
δ0

).

を得る．

3 表面拡散方程式による回転面の挙動の解析

R3内の 2つの平面 Πi (i = 1, 2)を考え，Π1, Π2にはさまれた回転面 Γ(t)の以下の幾何学
的時間発展方程式による挙動を考える．

V = −∆ΓH on Γ(t),

∠(Γ(t),Πi) = θi on Γ(t) ∩ Πi,

〈∇ΓH, νi〉 = 0 on Γ(t) ∩ Πi,

Γ(0) = Γ0.

(3.1)
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ここで，V は Γ(t)の法速度，H は Γ(t)の平均曲率，∆Γは Γ上の Laplace-Beltrami作用
素，∇Γは surface gradient，νiは Γ(t) ∩ Πiでの Γ(t)の単位余法線ベクトルである．幾何
学的時間発展方程式 V = −∆ΓHは表面拡散方程式と呼ばれ，Γ(t)の表面積を表す汎関数
のH−1–勾配流として表される．また，(3.1)に対する定常曲面 (V ≡ 0の場合の曲面)は平
均曲率一定曲面となる．
回転面 Γ(t)に対する表面拡散方程式および境界条件を導く．まず，回転面 Γ(t)の平均

曲率および Laplace-Beltrami作用素∆Γ(t)を求める．関数 ρ : [0, d]× [0, T ] → Rに対して，

Γ(t) = Γρ(·,t) = {(x, ρ(x, t)ξ) ∈ Rn+1 | 0 ≤ x ≤ d, ξ ∈ Sn−1},

とする．ただし，d = dist(Π1,Π2)である．Γ(t)の平均曲率Hは

H = H(ρ) =
ρxx

(1 + ρ2x)
3/2

− n− 1

ρ(1 + ρ2x)
1/2

(3.2)

と表され，また，関数 f(x, ξ1, · · · , ξn−1)に対して，∆Γ(t)f は

∆Γ(t)f =
1

(1 + ρ2x)
1/2ρn−1

∂x

[
ρn−1

(1 + ρ2x)
1/2

∂xf

]
+

1

ρ2

n−1∑
i,j=1

(δij − ξiξj)∂i∂jf − n− 1

ρ2

n−1∑
j=1

ξj∂jf

で表される．ここで，(3.2)よりH = H(ρ)は ξi (i = 1, · · · , n − 1)に依存しないことが分
かるので，

∆Γ(t)H(ρ) =
1

(1 + ρ2x)
1/2ρn−1

∂x

[
ρn−1

(1 + ρ2x)
1/2

∂xH(ρ)

]
を得る．一方，Γ(t)の法速度 V は

V =
ρt

(1 + ρ2x)
1/2

と表せるから，回転面に対する表面拡散方程式は

ρt = − 1

ρn−1
∂x

[
ρn−1

(1 + ρ2x)
1/2

∂xH(ρ)

]



となる．また，(3.1)の境界条件は，
ρx

(1 + ρ2x)
1/2

= − cos θ1 at x = 0,
ρx

(1 + ρ2x)
1/2

= cos θ2 at x = d,

∂xH(ρ) = 0 at x = 0, d

となる．
表面拡散方程式は Γ(t)の表面積を表す汎関数のH−1–勾配流であるから，「Γ(t)が囲む

部分の体積が一定という制約条件のもとで，Γ(t)の表面積を最小にする」という変分構造
をもつ．体積保存型平均曲率流方程式

V = H −H, H =
1

A(Γ)

∫
Γ

H dS

は同じ変分構造をもつ勾配流方程式である．ここで，A(Γ)は Γの表面積，dSは面積要素
である．これらの方程式に関連する回転面の研究としては以下のようなものがある．
(1) 定常曲面 (平均曲率一定曲面)について

· θ =
π

2
の場合は，Athanassenas [2]と Vogel [20]によって，変分問題として以下が示

された．

(2つの)半球面 :安定， 円柱 :ある条件下で安定， アンデュロイド :不安定.

円柱の安定性は，d = dist(Π1,Π2) (Π1とΠ2の間の距離) とし，rを円柱の半径とす
ると，rπ ≥ dであれば安定となる．(つまり，太った短い円柱が安定.) また近年，
Koiso-Palmer [16]によって，非等方的な場合に関する結果が得られている．

· θ 6= π

2
の場合は，Vogel [21]による結果がある．しかし，この論文では，θ =

π

2
の場

合のような明確な結果は得られていない．非等方的な場合に関するKoiso [15]の論説
では，より一般的な設定での研究結果が述べられている．Vogel [21]の結果との比較
を含めた検証が必要である．

(2) 幾何学的時間発展方程式に対する挙動について
· Bernoff-Bertozzi-Witelski [5]が Athanassenas [2]と Vogel [20]の結果をもとに，分岐
理論と数値解析を用いることで，表面拡散方程式によって動く曲面に対して，不安
定な定常曲面であるアンデュロイドからPinchoffにいたるまでの解析を行っている．
しかし，この Pinchoff現象に対する非線形問題としての数学的な解析は研究途上で
ある．

· 方程式が体積保存型平均曲率流の場合に関して，Athanassenasがある条件下での円
柱の漸近安定性 [3]と特異点の挙動 [4]に関して数学的な解析を行っている．前者は
Huisken [13]の方法を回転面の場合に適用し，後者はHuisken [12, 13, 14]やAltschuler-
Angenent-Giga [1] の方法を体積保存型平均曲率流によって動く回転面の場合に適用
している．しかし，体積保存型平均曲率流方程式は 2階の放物型方程式であるため，
最大値原理を利用することができ，それが特異点の挙動の解析において重要な役割
を果たしている．表面拡散方程式は 4階の放物型方程式であるため最大値原理を利用
した方法は利用できない．したがって，表面拡散方程式に対する解析においては新た
な手法の開発を要する．



以上が幾何学的時間発展方程式に対する回転面の研究の概観である．現状は上記のような
論文の検討段階であるが，今後は表面拡散方程式や別の変分構造をもつWillmore流方程
式のような 4階の方程式に対して，回転面の挙動の解析を進め，新たな手法の導出を目指
していきたい．

References

[1] S. Altschuler, S. B. Angenent, Y. Giga, Mean curvature flow through singularities for
surfaces of rotation, J. Geom. Anal., 5(1995), no. 3, 293–358.

[2] M. Athanassenas, A variational problem for constant mean curvature surfaces with free
boundary, J. Reine Angew. Math., 377(1987), 97–107.

[3] M. Athanassenas, Volume-preserving mean curvature flow of rotationally symmetric
surfaces, Comment. Math. Helv., 72(1997), no. 1, 52–66.

[4] M. Athanassenas, Behaviour of singularities of the rotationally symmetric, volume-
preserving mean curvature flow, Calc. Var. Partial Differential Equations, 17(2003),
no. 1, 1–16.

[5] A. J. Bernoff, A. L. Bertozzi, T. P. Witelski, Axisymmetric surface diffusion: dynamics
and stability of self-similar pinchoff, J. Statist. Phys., 93(1998), no. 3-4, 725–776.

[6] O. Baconneau and A. Lunardi, Smooth solutions to a class of free boundary parabolic
problems, Trans. Amer. Math. Soc., 356(2004), no. 3, 987–1005.

[7] G. Da Prato, Spazi L(p,θ)(Ω, δ) e loro proprietà, Ann. Mat. Pura Appl. (4), 69(1965),
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